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PREFÁCIO 


Com este volume completa-se a coleção UM CURSO DE CÁLCULO. Nos 
Caps. de 1 a 8 são estudadas as sequências numéricas, séries numéricas, 
sequências de funções, séries de funções e séries de potências. O Cap. 9 é uma 
pequena introdução ao estudo das séries de Fourier. O restante do livro é uma 
introdução ao estudo das equações diferenciais ordinárias. 


Nesta 5.º edição, além de rever e reescrever parte do Cap. 10, foi incluído 
como apêndice (Apêndice 3) o simples e “incrível” critério de Kummer para 
convergência e divergência de séries de termos positivos; dele, como num passe 
de mágica, saem os critérios da razão, de Raabe, de De Morgan etc. Gostaria de 
observar que, enquanto do critério de Kummer saem alguns dos principais 
critérios para convergência e divergência de séries de termos positivos, da 
identidade de Abel, Seção 5.3, resultam os mais importantes critérios para 
convergência de séries não absolutamente convergentes, conforme mostram os 
Exercícios 4 e 5 da seção mencionada. 


Escrever esses quatro volumes foi um prazer imenso. O retorno vindo de 
professores e alunos tem sido maravilhoso. Para culminar, deste quarto volume 
surgiu a ideia para a minha tese de doutorado e, como consequência, para os 
artigos de pesquisa publicados (veja a página 204 deste volume e referências 
bibliográficas mencionadas). Foi muito trabalho e, para mim, tudo muito 
mágico. Valeu a pena! 


Mais uma vez não poderia deixar de agradecer às colegas Zara Issa Abud, 
pela leitura cuidadosa do manuscrito e pelas inúmeras sugestões e comentários 
que foram e continuam sendo de grande valia, e Myriam Sertã, pela inestimável 
ajuda na elaboração do Manual do Professor. Gostaria, também, de agradecer a 


todos os colegas e alunos que, com críticas e sugestões, muito têm contribuído 
para o aprimoramento do texto. Finalmente, agradeço à Editora LTC pelo 
excelente trabalho de editoração e de divulgação, bem como pela forma cordial 
com que sempre me tem tratado. 


Hamilton Luiz Guidorizzi 
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E Manual de Soluções (restrito a docentes) 


O acesso ao material suplementar é gratuito, bastando que o leitor se cadastre 
em: http://gen-io.grupogen.com.br. 
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SEQUÊNCIAS NUMÉRICAS 


1.1. SEQUÊNCIA E LIMITE DE SEQUÊNCIA 


Uma sequência ou sucessão de números reais é uma função n + a , a valores 
reais, cujo domínio é um subconjunto de N. As sequências que vamos considerar 
de agora em diante são aquelas cujo domínio é do tipo {n EN 
um natural fixo. 


n > q) onde q é 
A notação a (leia: a índice n) é usada para indicar o valor que a sequência 
assume no natural n. Diremos que a é o termo geral da sequência. Por abuso de 


notação utilizaremos o símbolo a para indicar a sequência de termo geral a . 


EXEMPLO 1. Seja a sequência de termo geral a = 2º. Temos 


II 
N 
A 
ni 

II 
N 


EXEMPLO 2. Seja a sequência de termo geral s= X k. Temos 
mL LF LFF E 


n 
EXEMPLO 3. Seja a sequência de termo geral s= 5 


l Ed 
sI =], Ss = B s3 =] + r E 


n 
EXEMPLO 4. Considere a sequência de termo geral = X tf,t=0etx=l, 
o j=qn+1 ia 
Verifique que s, = 
-t 


Solução 


| 


= +++... HT] A" 


(=) 


Multiplicando ambos os membros por t, vem 


Ê , 
E ae ti A+ prt 


( N) 


Subtraindo membro a membro (1) e (2, obtemos s, (1-=1 tn” E 


Logo 


j=q8+1 


rt 


Sn 


Observe que s, é a soma dos termos da progressão geométrica 1, t, SEN o 


Definição. Consideremos uma sequência de termo geral a e seja a um 


número real. Definimos: 

(i) lim a= a | Para todo e > 0, existe um natural ng tal que 
n+ | n>Dmn>a-e<an<a+e 

(ii) lim a, =+% Pe | Para todo e > 0, existe um natural ng tal que 
n+ =o n> ng >È ap >E. 


aria ga- eg | Para todo € > 0, existe um natural ng tal que 
a, =—% 
s l n>n > ap Z—E. 


n> +e 


Se lim an for finito, diremos que a sequência a é convergente; caso 


n= 


contrário, diremos que a sequência é divergente. 


Observamos que as definições acima são exatamente as mesmas que demos 
quando tratamos com limite de uma função f (x), para x > +00; deste modo, tudo 
aquilo que dissemos sobre os limites da forma ys m, 14X) aplica-se aqui. (Veja 


Vol. 1.) EXEMPLO. Calcule lim 241. 


> au 
n= + 2n4 +5 


Solução 


l 
E 5 Es 


no a 
EXEMPLO 6. (Teorema do confronto) Suponha que exista um natural n, tal 


lim =L= Im c 
que, paratodon>n,a,<b <c, Prove que se “Mn a 


com L real, então 


lim b= L. 
n— + 


Solução 


lim an=L= lim cysdadoe>0 existe um natural n,, que podemos 

— +00 n>+0 0 
L-e<a<L+e 

i e 

(pe Lep LE: 


Como Š 


supor maior que n , tal que n > ng = 


Tendo em vista a hipótese, 


n>nSLe-psa Sb se SLA 


e, portanto, 
n>n >L-=-e<b <L+e 
ou seja, 
lm b,=L [a 
n> +00 


EXEMPLO 7. Suponha O < t < 1. Mostre que 


n t 
lim Jk =  — 


n=>+=2 k=] l-t 
Solução 


n 
E tk =t H. St.t). 
k=1 


Tendo em vista o Exemplo 4, 


n — +" 
sz tk Z L=1 
k=1 L=5 
O<t<l, lm H=0. 
Como Rs Segue que 
n t 
lim X £ =—. E 
n=>+% k=] l=t 


EXEMPLO 8. Considere uma sequência de termo geral a, e suponha que 
lim An =a. Prove que lim Mta+...+an = 
n+ n=+ n 


Solução 


Precisamos provar que dado e > 0, existe um natural n, tal que 


ajta+..+a 
n> no > La Aa E PRA ZE. 
n 


Da hipótese Rs “na, segue que dado e > O existe um natural p tal que 


€ 
n> p> a <an SEFE 


ou 


E € 
Pre SET ES, 
9 


< — 


Seja, então, n > p. Temos 


€ € 
mee rS a fi 
i aa. 4 2 


- 


€ E 
—5 “4p+2 a 


€ € 
——<an—a<—. 
2 2 


ma, — 


Somando membro a membro estas n — p desigualdades vem 


REPETE a a A 
i _ € _ (ap+1—4a)+(ap+2—4a)+...+ (an —a) 
! - n—p 


< 


tom 


e, portanto, 


(a —a+(a,+»—a)+..+t(a —a) 
p+I p+2 n < 


€ 
n> p> FU 


(=) 


n—p 


Tendo em vista que p é um natural fixo, resulta 


' (a—a)+(a—aj+..+(ap—a) 
lim ————————— md =0 
n5+0 n 


Segue que existe um natural q tal que 


(ay —a)+ (a —a)+...+(ap — a) zE, 
n 2 


Seja n, máx (lp, qt. De (1) e (2) segue que, para todo n > n, 
ata+...+ta (a —a)+ (a2 —a)+..+(ap —a) " 


n 


n>q > 


(19) 


— aqs 


n 
(ap+1 74) + (ap+2 —a)+...+(ag — a) <£ 


? 


+ 
n 


4 (ap+i —4)+ (ap+2 —a)+..+(an— a) n— p 


<E 


n 


ip 


n Mp. a 
(Observe que, para ” =P. + <1) 


Assim, 


tai tættast aa 


n > no > — a| ZE. 


n 


Portanto, 


: a+a+..+a 


n=>+0. n 


at+a+..+a, 
n 
b é a média aritmética dos n primeiros termos da sequência de termo geral a . O 


Seja a, n > 1, uma sequência e seja b, = «n=1. Observe que 
n 


exemplo anterior conta-nos que se an, an=4 então a média aritmética dos n 
primeiros termos de a também converge para a. Deixamos a seu cargo a tarefa 
de provar que o resultado acima continua válido se a = +% ou a = —oo, 


Antes de passarmos ao próximo exemplo, faremos a seguinte observação. 


Observação. Seja f(x) uma função a valores reais definida no intervalo [q, + 
oo[, q natural, e consideremos a sequência de termo geral a = f (n), n 2 q. 


É de imediata verificação que 


lim an= lim f(x) 
n5+0% Xx=+0 
desde que o limite do 2.º membro exista, finito ou infinito. (Reveja as regras de 
L'Hospital, Seção 9.4 do Vol. 1. Você poderá precisar delas.) EXEMPLO 9. 
Calcule lim %n. 
n=+0 


Solução 
o a quo SME 
lim n= lim n!"= lim x 
n5+o n5+% X= +2 
Temos 
x Nx — e Inx/x i 
Como 
E Inx a 
lim — = 0 (verifique) 
x>5+0e X 
resulta 
lim tn =1. 
n— + 


Exercícios 1.1 


1. Determine o termo geral da sequência. 


0)0:2:0:2:0:2, ... 
BJO:1,,2,/0,:15:250,.15. 2, 
375 476 
c) 0, —,.—,—,—, —,—, 
7M: e- N 6 7 
Calcule, caso exista, 
n3 +3n+1 
A 
ån” +2 
n l k 
c) E (+) 
k=0\2 
ai | 
o(145) (Lembrete: lim (1+ 
n n—= +o n 


lim am 


e E i sendo 


a, igual 
b) qJn+1l—vn 
d St o<iri<] 

k=0 


n 
| =e. Veja Seção 4.5 do Vol. 1.) 


n 
o) e Xdx(s>0) 


dá d k j l d 
J) x | do 
0 1+x2 2 x2-x 
i 
Bia a m) sen — 
yn” +2n+1 n 
n)n sen— o)— sen n 
n n 
— 
p) cos nm q) (— 1)” pE 
n 
e (n+ DP 
r) | e“ cosxdr(s >0) s)n pe 
0 en” 
Calcule lim sm onde s„= $ Brt 
n5+o ? “n k=1\k k+1j 
i 
sto 
a) po k n 
Calcule lim „ ’n, sendo b igual a n 


p 2+2 +32 + + 


n 


10. 


11. 


12. 


13. 


Suponha a, > 0, n 2 1, e que Mra in“ Prove que 


re al a2 a3...an =a. (Sugestão: Utilize o Exemplo 8 e a identidade x = 
Para 
an+1 


ln a i 
e x.) Suponha a > 0, n > 1. Suponha, ainda, que lim 
ii n5+o an 


=L. 


Prove que lim “ap =L. 
n> +00 


| ds da, Um 


Sugestão: NI Gn = Ri aj nj 
1 


| a az da— 


“n+l f 
e lim “an 


Calcule lim 
n5+e an n>+0 


r 
jan = b)a =n 
aja í a 
n n”! n 


Suponha que existe um natural n, tal que, para todo n >n,a < b, Prove 
n n 


lim an=+, então lim b= +0. 
que se n5+ ia n5+% j 


l $ E ? 
Suponha que, para todo n = 1, la, — al = —, onde a é um número real fixo. 
n 


Calcule im ane justifique. 


Seja f: A > R, A C R, uma função contínua em a. Seja a uma sequência 
tal que, para todo n a E A Prove que se 
lim a&ņ =a, então lim f (a„)= f(a). (Veja Seção 4.4 do Vol. 1.) Seja f : A 


A+ n> 
> A, A C R, uma função contínua em a. Seja a, E A e considere a 


sequência a dada pora |, = f (a), n E N. Suponha que a converge para 


+ 
a. Prove que a = f (a). (Observação: Dizer que a converge para a 
significa que lim | “n=a) Sejam a e b duas sequências tais que, para 


+ 


todo natural n, |a, — b| < 5 e”. Suponha que an converge para o número 
real a. Prove que b converge para a. 
n 


Calcule e interprete geometricamente o resultado obtido. 


14. 
15. 


16. 


17. 


18. 


E) > 
sx +y <l,comnz2 


; l 
a) lim || Ta Í dx dy, onde A, é 
E An qxº+y2 n? 


. i f > > > 
b) lim || —s; s dx dy, onde A, é a coroa circular | =x + y <n comn 22 
A, ( yº)? 
n 


a 


à l > ? R) 
c) lim Wii —; s5 dx dy, onde A, éacoroacircular 1 =x +y <n,nz2,e 
n5+ A, 24 y4 2 ya 


a > 0 é um E E 


is | | i | | 
d) lim || —= + —= |dx dy, onde A, é oretângulo — S x Sle — s y <1, 
noto JJA | Nx n no 


com n => 2. 


i > 

à se ix2+y2 .o 

e) lim || E NET dx dy, onde 4, é o círculo x? +y £n, nl. 
n5+ JJA 


eg: An "sen x 
Verifique que a sequência an= = 


“dx é é convergente. (Sugestão: Veja 


Exemplo 5 da Seção 3.4 do Vol. 2, sa edição.) Seja a > 1 um real dado. 


Mostre que a sequência a, = x sen x“ dx é convergente. (Sugestão: Faça a 


E | sa pn Ê 
mudança de variável u = x“.) Seja a=. A sequência an=| sen x“ dx é 


convergente ou divergente? Justifique. 
Resolva os exercícios das Seções 4.3 e 4.4 do Vol. 1. 


Calcule 


l 5 l 
a) lim ntg— b) lim n1- cos+| 


n5+ n n5 + n 
, | 
ft n + nº sen— 
c) lim nsen — |- sen n d) lim ————— EL 
n= +% Rate n=>+0 2 
' j i l — nº sen— 
n 
i E | Egito 
e) lim |n— nº sen— À lim n sen | xo + — |— sen xy |. xo fixo 
n5+%u n n= +o \, nj 
' n 
z (n+2) À sen — 
g) lim | | h) lim ne n-li 
n5+o) n+l j n= +o 


19. (Método dos babilônios para cálculo de raiz quadrada.) Considere a 


AS a Ií a) 
sequência a , n > 0, dada por an+ı =—| an +— | 
n 21 an J 


onde a, e a são reais positivos dados. (Observe que a é a média 


n+ 1 
q 
aritmética entre a, e —. Observe, ainda, que se a, for uma aproximação 
h 
por falta de .'w, então — será uma aproximação por excesso e vice-versa.) 


d 
n = 
aan za 


b)an+1 San 


Mostre que, para todo n > 1, tem-se c) 0<=a, + |— 
Conclua que 
d) lim a, existe e calcule-o. 


noto ” 


20. (Produto de Wallis) Mostre que, para todo natural n, tem-se 
m m 


= n=1 > o 

` m „X np 

a) E sen? xdx = E sent” 2 xdx, n=2 
0 n 0 


m m N 


a) 


a 4 3 E ) e ag 7 
b) | 2 sent" t4 ydy = | 2 sen?” +l xdy = | 2 sen“? xdx 
0 ) ( 


nº xdx 
) 2n+1 a: : i z1 
2n+2 E E , i 
2 sen+” xdx 
0 
m 
E RS», Ei DME O . . E 
D E pe a (2n)? (2n— 2)? 24 2 
ne QOn+1)2n—1) (Qn-D(2n—-3) 3-1 7 


Dos itens acima, conclua que 


Y Y 3 
, pi N (7h a x 
e) lim —————— ~ = 
n—=+% (1-3)(3- 5)... (2n—1)(2n+ 1) 


a 


1.2. SEQUÊNCIAS CRESCENTES E SEQUÊNCIAS 
DECRESCENTES 


Trabalhar com a sequência a, com n > q, onde q é um natural fixo, é o 


mesmo que trabalhar com a sequência a , p n2 0; por esse motivo, de agora em 
diante, todos os resultados serão estabelecidos para sequências a , com n > 0. 


Seja a uma sequência. Dizemos que tal sequência é crescente se, quaisquer 


que sejam os naturasmenm<n>a <a. 


Sea <a for trocado por a „2 a „ então diremos que a sequência é decrescente. 
Uma sequência numérica é dita monótona se for crescente ou decrescente. 


Dizemos que a sequência a é limitada superiormente se existir um número 
real f tal que, para todo natural n, a < P. 


Dizemos que a sequência a é limitada inferiormente se existir um número 


real a tal que, para todo natural n, a, 2 a. 


Dizemos que a é uma sequência limitada se existirem reais a e p tais que, 
para todo natural n, a < a < P. Observe que a sequência a é limitada se e 
somente se for limitada superiormente e inferiormente. 

O teorema que enunciamos, e provamos a seguir, será muito importante para 
o que segue. 


Antes de começar a estudar a demonstração do próximo teorema, sugerimos 
ao leitor rever o Apêndice 1 do Vol. 1, 5.º edição. 


Teorema. Seja a uma sequência crescente. 


(i) Sea, for limitada superiormente, então a será convergente. 


(ii) Se a não for limitada superiormente, então a será divergente para 


+00, 


Demonstração 


(i) O conjunto ta |n > 0} é não vazio e limitado superiormente; logo, admite 
lim an=a. 
E A 


supremo. Seja a = sup ta, |n > 0%. Provaremos que , 


Sendo a o supremo de ta, | n > 0}, dado e > 0, existe pelo menos um natural 


notalquea-e<a, <a 


Se tal n, não existisse, teríamos, para todo natural n, a <a-ee, então, a não 
0 n 
poderia ser o supremo do conjunto de todos os a .) Como, por hipótese, a é 


crescente, resulta 
n>n >a-e<a. 
0 n 


Mas, para todo n, a, < a, pois a é o supremo do conjunto ta |n > 0}. Logo, n > 


n>da-e<xa sa<a+e. 


Portanto, 


lim an= a. 
n— +o 
(ii) Como a não é limitada superiormente, para todo e > 0, existe pelo menos 


um natural n, tal que a > e. Como, por hipótese, a é crescente, resulta n > 
0 


n >a >eE 
0 n 
ou seja, 


lim an=+o. B 
n— +00 
O teorema que acabamos de provar conta-nos que para uma sequência 
crescente só há duas possibilidades: convergente ou divergente para +00. Será 
convergente se for limitada superiormente; divergirá para +œ se não for limitada 
superiormente. 


Fica a seu cargo provar que toda sequência decrescente e limitada 
inferiormente é convergente e que toda sequência decrescente e não limitada 


inferiormente diverge para -oo. (Observe: se a for decrescente, então —a será 
n 
Aus |. : 
crescente.) EXEMPLO 1. A sequência s= È 2 é convergente ou divergente? 
k=1 K“ 


Justifique. 
Solução 


Observamos, inicialmente, que a sequência é crescente. De fato, quaisquer 
m 
| 


pk? 


que sejam os naturais m e n, com 1 < m < n, tem-se Sm = 
k 


n 
| 
Como X —>0,resultas > s 
k=m+1 k“ 
Vamos provar a seguir que a sequência é limitada superiormente. 


Temos 


| l l 


en 
Sn =1+ +55 +.. +— =1+ | — dx. 
l 


9 > 
24 3% nº 


en 


o da | E 
Como a sequencia no) — dx é crescente e 
x“ 


Pn 
lim | E e lim rel 


n+l x4 n=5+0 n 


resulta 


s, < 2, para todo n > 1. 


Segue que a sequência é convergente, pois é crescente e limitada superiormente 
n 


por 2. Isto significa que existe um número real s tal que lim DT — =s; 
n5+0% k= | ké 


á 22 
l l 
sy=1+ =F = 
E 24 34 
s4=1+ ta ez E 
o o” ue 


observe que s < 2. Veja - 


quando n > +o, s tende a s, onde s é um número real, com s < 2. 


f 
EXEMPLO 2. A sequência sn E x 


> 


a 


E é convergente ou divergente? Justifique. 


Solução 


Para todo n > 1, 


l l i en+l i 
Sn = lL+t—t+-t+..+t— = —dx. 
E: E 


3 n 1 x 


Como 


n+l] : 
lim Í —dx= lim lna + 1) = +% 
n5+0 +] X n— +2 


resulta 


lim. sg=+0. j 
n5+0 


Exercícios 1.2 


1. É convergente ou divergente? Justifique. 


n 1 n l 


a) a= E + b) s= È —— 
km] kº k=1 Vk 
n l n l 
c) Sn=— D= d Sn = 5 — 
k=0 2% k=1 k! 
n l n i 
e) Sn = bx 5] f Sn = 7. ek 
k=1kº+1 k=l 
n l 
8) Sg= LX — (Sugestão: Verifique que In k < k, para k = 2, e utilize o Exemplo 2.) 
k=2 Ink 
n p+ 
h) Sn= È (Sugestão: Verifique que | dx = +00.) 
k=2 kInk 2- SIX 
2. Considere a sequência a =42, a =4 N2 „a, =4 2422 


a) Verifique que a sequência é crescente e limitada superiormente por 2. 


lim an- 
b) Calcule, “o 


3. Sejam a e b duas sequências, com a crescente e b decrescente, e tais 


que, para todo natural n, b — a > 0. Suponha, ainda, que lim (by an)=0. 
n n 


n= += 
Anci 3 lim an= lim ba. 
Prove que as sequências são convergentes e que Pq Pra 


n 
4. Considere a sequência de termo geral sn = E (—1)**! ag, com a, > O para todo 
k=1 


k > 1. Suponha que e ak =0. Suponha, ainda, que a sequência de termo 


eral s n 2 0, seja decrescente e que a sequência de termo geral s, , n 
2n 


2n +1? 


n 
> 1, seja crescente. Prove que a sequência de termo geral s= E (~ 1)Ă+! ag 


é convergente. 


z z 2 2 2 q 
Para cada natural n > 1, seja À o círculo x + yf < nº. Prove que é 
A. Wi —(u2 +y? 2 
convergente a sequência de termo geral an a! ja dx dy. 
A 


: 7 2 2 2 A D 
Para cada natural n > 1, seja A, o círculo x + y% < nº. A sequência de 
o ay? 
termo geral 4, = ll, —s—ss dxdy 
An 1+(x2+y*)º 


é convergente ou divergente? Justifique. 


Prove que a sequência de termo geral 


, 
n sen“ x 
ân =| 3 dx 


` 


é convergente. 


A sequência de termo geral 


art l 
Gn =] sen— dx 
| x 


é convergente ou divergente? Justifique. 


Suponha que, para todo natural n, a pertence ao conjunto (0, 1, 2, ..., 9). 
n 
A sequência de termo geral s= È -F 
k=4 10 


é convergente ou divergente? Justifique. 


n 
ag = — pk lim S= +. 
10. Seja = Dit 1*], n > 0. Prove que lim Sn 


2 


SÉRIES NUMÉRICAS 


2.1. SÉRIE NUMÉRICA 


Seja a, n > q e q um natural fixo, uma sequência numérica; a sequência de 


n 


termo geral (1) Sn= È ap n=q, 


denomina-se série numérica associada à sequência a . Os números a , n > q, são 
denominados termos da série; a é o termo geral da série. Referir-nos-emos a (1) 
como soma parcial de ordem n da série. 
O limite da série, quando existe (finito ou infinito), denomina-se soma da 
+o +o n 


série e é indicada por X aj. Assim È ap= lim D ap 
k=q k=q n5+e k=q 


Se a soma for finita, diremos que a série é convergente. Se a soma for infinita 
(+œ ou —o0) ou se o limite não existir, diremos que a série é divergente. 


+æ 
O símbolo X ay foi usado para indicar a soma da série. Por um abuso de 
k=q 
notação, tal símbolo será utilizado ainda para representar a própria série. 
-+ 00 


Falaremos, então, da série > ay, entendendo-se que se trata da série cuja soma 
k = 


n 


parcial de ordem n é Sı = XD ay.n = q.Escreveremos com frequência 
k=q 


+o 
2 açg=a; tajų} taz+2 t+- 
k=q 
+æ 


+o 
Trabalhar com a série > ay é o mesmo que trabalhar com a série 3 by, 
k=0 


k=q 
onde b, = p K > 0. Por esse motivo, de agora em diante, todos os resultados 
+% 


serão hr para as séries È a; 
k=0 
A seguir vamos destacar algumas propriedades imediatas das séries 


+00 


+00 
a) Seja «um real dado. Se 3 ay for convergente, então $ ap será convergente e 
k=0 


k=0 
+æ +æ 


È aaj =a } ap. 
k=0 


+00 


+o +00 
b)Se 3 ape 5 byforemconvergentes, então $ (ap + by) será convergen- 
k=0 


te e 
+o +o 


+o 
£ (ak + bg) = ET, 2, b. 


+ 


5 ay será convergente se e somente se, para todo natural p, 3 ay for con- 
ds 


+œ 
c) 

k= 
+œ 

vergente. Além disso, se X ay for convergente, teremos, para p = 1, 
k=0 
+% = +o 

Rz ak = = ak + ch ak. 


=0 


Demonstração 
+o n +o 
a) DX cap= lim È aap=a lim $ ak =a RA ak. 
k=0 n5+0e k=0 n5+0 k=0 
n n n 
lim È (ap+b;)= lim > a+ DX bl 
n5 +02 1k=0 k=0 . 


+00 
b) Y, (ap + bp) = 
k=0 n5+0 k=0 


Daí 


+00 n 
E (a +b)= lim X a+ lim Eb 
k=0 n= +æ k=0 
+00 


n= +% k= 
+0 


+00 
e, portanto, $ (ar + bg) = z ak + 2 bg. 
k=0 =0 
c)Parap>1en>p, 


=p 
Fixado p, 


lim 5 a = E ar + lim 5 ak, 
neto k=0 = () n5 + k=p 
=] +o p—1 +o 
pois, para p fixo, ¥ a, é uma constante. Daí 3 a= E a+ Da 
k=0 =0 k =0 k=p 
+o +00 
desde que uma das séries a aj ou 
k = 
+o 


R2 a; seja convergente. (É claro que, se 
=p 
£ ay for convergente, deveremos ter 
k=0 


lim > ak 


p> += 


EXEMPLO 1 (Série geométrica). Mostre que, para O < 


+00 1 
Aii <1, È rf = 
k=0 
Solução 


n 
- a + l mo z r - e 
lim y =0. Daí lim ST t=iim 
n>5 += 


Como |r| < 1, l 
ETa n= +s k=0 


Logo, a série dada é convergente e tem por soma i 
ai 


+o 

A série $ — onde é um real dado, denomina-se série harmônica de 
k = 

ordem aq. O próximo exemplo mostra que a série harmônica de ordem é 


convergente para & > 1 e divergente para q < 1. 
+00 


EXEMPLO 2 (Série harmônica). Considere a série harmônica 3 P 
k=1 k” 


Prove 


+ 
E 
aJja>i> 5 E e convergente 
e = l E 


Ł <li> 
7) a 2, ka 


Solução 
-E sp 
é crescente. (Verifique.) Vamos 
„Ot 


a) A sequência de termo geral sn = È r 
k=1 


mostrar, a seguir, que é limitada superiormente. 


1 se. 
UN ug = 
área= —q AT qa 


ADS E | E É n 
A sequência n +> f, — dx é crescente e lim — dx = 


| l 


me a-—l 


n 
(verifique). Assim, para todo n=1, f, Aa s—. Segue que, para todo 
n i “o 


X n5 +æ “1 


n=l, sn=1I+ . Portanto, sa = È a é limitada superiormente. Como é 
a k=1 a 
crescente, resulta que tal sequência é convergente, isto é, a série 3 T com « 
k=1 K 
> 1, tem soma S finita e 
E 4 | 
s= 5 — =<=1l+ 
= 1 FP a-l 


n 
b) Se a=1, Í L E E E 
e: 


n 1 atl pati l 

Sea <l, Í — dx = | ——— | =——-— . Como estamos supondo 
t a” -a +1 l —qa +1 —æ& +1 

a<l, lim n™®+t! = +o. Assim, paraa < 1, 


n> +a 


À nl 
lim f — dx = +0. 
n= +o JI xf 


n ] 
Portanto, para œ = 1, lim Í — dx = +2. 
n5+o Sd] xf 


> 4 l l l n ] 
n=>D —=|+— +— +. +=) — dx 
k=1 k“ =. F n A 
; ne 
Como estamos supondo a=1, lim f — dx =+%. Segue que 
n= +o dj xf na 
lim Sn =+%. Portanto, para a < 1, a série é divergentee E — = +o. 
R —> t0 E= k2 
E 


No próximo exemplo, consideramos uma série harmônica de ordem «, com « 


> 1, e avaliamos o erro que se comete ao aproximar a soma s da série pela soma 


n 1 
arcial Sn = mm, 
p Sn E ko 


EXEMPLO 3. Supondo qa > 1 e sendo s= 5 — mostre que 


+00 l n l +00 l 


È: = J, = Es 
k=1 k% k=1 KT k=n+1 K“ 
Daí 
n 1 +o 1 
eT is g Ea 
k=1 k% k=n+1 kº 
De 
te tetos [" iR (verifique) 
Gt mF (n+ p)º n ge 
segue 
+90 + oc 
3 =s] E 
k=n+1 k“ w a 
Como | ` : dx = resulta 
Fa o 
n xe (a — 1) n% 7! 


n 1 l 


p= — & 


E Ra “G-DeET 
n 


. ; à . l : 
A desigualdade acima nos diz que a soma parcial > re («> 1) é um valor 
k=1 & 


aproximado (por falta) da soma s da série, com erro inferior a mn 
a — n 


EXEMPLO 4 (Série telescópica). Considere a série z ar e suponha que a, = 
k=1 

b, — bt, k > 1. (Uma tal série denomina-se série telescópica.) Verifique que 

n 


Sn 2 ap = D — bn+1. 


b) Conclua que se lim bn =b, com b real, então a soma da série será finita e 


iguala b, — b. 


Solução 
n 
a) }, a; = (bi — b3) + (b) — b3) + ... + (ba — bn +1) = bi — bn +1 
k=1 


+00 


n 
b) X}, a= lim Da= lim (h-b+)=b-—b. E 
E=1 nas +o p=1 n5> +] 


EXEMPLO 5. Calcule a soma 


+00 l +90 l 
a 35 ——— a 

k=1 k(k +1) k=1 k(k + 1D)(k + 2) 
Solução 
a) a a TD Trata-se então de uma série telescópica: 
RAD k R+T pea; 

l — -~ — 
k=1 k(k + 1) ni 
Logo p E ea pois lim ; =0 
“k=1 k(k+1) í 'a>tonti 


l | | | -* | 
b ——————— =+|>>— -— |. Daí 3 — = 
KETFDIEF2) ZIEETD (EEFDE) k=1 k(k + D(k + 2) 


a £ -I Iipan E 
2 (nN+(n+2) - 


O próximo exemplo mostra como utilizar as séries do Exemplo 5 para 
+00 l 

acelerar a convergência da série 3 T Com auxílio das séries de Fourier, 
k=1 ké 

2 


prova-se que a soma desta série é E (Na página 328 da referência bibliográfica 


9 você encontrará a bela “prova” de Euler para este resultado.) EXEMPLO 6. 


2 
Sendo s= 7 onde s=2. mostre que 
O O qui j 
as- 5 — <-. 
k=1 kê n 
n l 1l 
b)s-1- 5 —— = í 
k=1 k2(k + 1) 2n? 
M- | 2 
. — — —2 =< —. 
a a ETT 
Solução 
a) É o exemplo 3 com a = 2. 
: gizi l 
b) Pelo exemplo anterior,  —————=1. 
k=1 k(k+1) 
Wirek Demn E o E. e ortanto 
l E=1 * kKk+D) k=1 k? (k + 1) P ? 
n + +o 
e qu a E 


— TT er VENNER a x . 
= ktp ema FED pa P 


= q + 1 | 
Pelo Exemplo3, 3 —= Í — de=. 
k=n+1 k xX- i 


Logo, 


+% 
c) Vimos pelo item b) que s-1= 5 ENEN T e, pelo exemplo anterior, 
k=1 ko (k 
+% Es 
E PO SS O O E T 
4 k=1 kk+ID(k+2) A p=1ÃKK+HD kKk+DK+2), 


e, portanto, 


5 pg 2 
s->= 5 =. 
4 k=1 ki(k+D(k +2) 
Logo, 
5 1 +00 
- k=1 k(k+ D(k+2) k=n+1 k (k+ D(Kk+ 2) 
Como 
rá | Es; | | 
> — p3 dino 
tati CRLDELD tern É m 
resulta 


n 1 2 


A O E a n. Y E 
k=1 kK(kK+D(K+2) 3n 


n 


Observação. O item a) nos diz que È = é uma aproximação (por falta) 


E | E 

de s com erro inferior a —. Assim, para se ter, por exemplo, um erro inferior a 
n 

10° é preciso tomar n no mínimo igual a 1000. O item b) nos diz que 


s=1+ 5 Ek +1) (por falta) 


com erro inferior + Neste caso, com n = 23 já conseguimos um erro inferior a 
an- 


dio E a l 
10 Peloitemc)s=—+2 S—————— | (por falta) 


> 
4 k=1 KKk+D(Kk+2) 


; ; 2 E ; -3 
com erro inferior EE Agora basta n = 9 para que o erro seja inferior a 10 `. A 
Sm 


convergência pode ser acelerada ainda mais. Pense! 


EXEMPLO 7. Supondo 0 < a < 1, mostre que 


x ak +1 
a X, 1} —— =a tga 
k=0 2k +1 


a2k+1|  &2k+3 
< 


, Rs a e 
E À pias E ) ktil 2k43 


Solução 


a) Este problema será resolvido com auxílio da progressão geométrica. Sabemos 


e Ca 
que ls rt + +r = O 
l-r 
Daí 
1 : n+l 
=|+r+r +... +r" + j 
l-r l-r 


Fazendo r = -x°, resulta 


l r A x +2 
z =1— x? + xt +... +(-1)"x?" + (-1)"t+! - = 
Itas Las 
Como arc tg a = AP FER dx, resulta 
a 
3 5 28 +1 a yin+2 
sm x Qq «o x 
(1) actga=a-— + +..+(- np! +n" f ~ d. 
- 3 5 2n +1 o E 


? ? 
P A E adido: : já 
Agora é só mostrar que, para 0 < «<1, lim Í TE dx = 0.Seja então O < 
n5 + LER i 


o des 


Temos 


E 2 para xE [0, a]. 


Daí 


2n+2 


a J x 1 E S. 
0s f y dx = f ET 
0 1+xº 0 


e, portanto, 


p < 


o lt 2n+3. 


N) 


2 A | 7? 
a y2n+2 qn + 3 
0= f 


2n+3 2n+92 
. a r A = x 
De 0 < q < 1, segue que lim =()e, portanto, lim Í dx = 0. 
n5+o 2n+3 no + = 
+o p 


Fica provado assim que, para 0 < q < 1, arc tg a = £ (—1)k 


(Esta série é conhecida como “Série de Gregory”, James Gregory (1638-1675). 
Veja referência bibliográfica 9.) b) De (1) resulta 


n é mt] yif" 2n+2 
arc tg a — Tia = |(—1)" Í dx 
ga- 2 2k +1 ire 
. o n E a?" +3 
e, portanto, tendo em vista (2, larc tga- È (—D* = 
E k=0 2k +1 2n+3 
HE 
EXEMPLO 8. Verifique que 
+20 
E fee q ER 
4 3 3 k=0 2k +1 


l 


— ...+(—1)" A 
2n +1 


Ea E 
4 3 


Solução 


Pelo exemplo anterior, 


T ey es sii 
— = arc tg | = (— DK : 
a a 2k +1 


Ainda pelo exemplo anterior, 


arc tgl- E (If 


A 
IA 


k=0 2k+1| 2n+3 
Assim, na aproximação 
l l l 

Cel-=+>—.. + 

4 s 5 2n+1 
o módulo do erro é inferior a 

2n+3 
E 
Observação. De D do exemplo anterior resulta 

T l l 1 1 y2n+2 
D=lo+ç tn +t | — dx. 
4 2. 2 2n+1 0 1+xº 


Daí, a aproximação acima será por falta se n for ímpar e por excesso se n for 
par. 


EXEMPLO 9. 


a) (Fórmula de Machin.) Verifique que 


* -4arct arc t 
— = 4 arc e pe - MES eae 
4 83 E 239 


b) Avalie o módulo do erro que se comete na aproximação 


a 2392k + 1 


Solução 


a) Vamos utilizar a fórmula 


tgx + tgy 
tg (x + y) = ESA ifi 
E Y T-tgxtgy (Verifique.) 
Primeiro vamos determinar b tal que 
T zart E b 
4 i iai 
Pela fórmula acima 
; = 
Ss"? 1+5b 
1 = = 
E=— b 5 — b 
5 
Daí, b = 5, a i = arc t83 Es arc tg —. Vamos, agora, determinar c tal que 
E 5 
arctg $= arctg 3 + arc tg c. 
l 
9 5 TE 7 
Aplicando novamente a fórmula anterior, resulta E “EE = T 
Ea 1 EA 
5 


l 7 
Então 2 = 2 arc t E did rc tg — 
ES a T 


, 7 
Agora, determinamos d tal que arc tg 17 e tg : + arc tg d. 


l 9 
$ = 3 arc tg Cia arc tg —. 
E 
—— mae Es sedã RAM tg 239" 


Raciocinando como acima, obtemos d -2 Daí, 


Finalmente, deixamos a seu cargo verificar que arc tg 


3 > ; l l 
Temos então a bela fórmula de Machin: A = 4 arc tg qo 


239. 
b) Temos 
Ts Rá A n )|= 
2 gap HAL BRA 
| n (— DX 
< 4larc tg — — =D" 
Es k=0 (2k +1)5%t! 
n k 
(— 1) 
+ jarc t = PE S | 
“8239 «ão (Qk+1)23928+] 
= l 4 l 
io > ii > i 
2n +3 \52"+3  2392n+3. 
Como 


4 | - l 


5543 + 3gnF3 © 9Mm+3 * 93 
resulta que o erro que se comete na aproximação acima é, em módulo, inferior a 
l 


Se E 
(2n + 3) 25" +! 


Observação. Utilizando a sua fórmula, John Machin (1680-1751) calculou n 
com 100 casas decimais! A fórmula de Machin também foi utilizada por William 
Shanks (1812-1882) para calcular n com 707 casas decimais!!! 


Com auxílio de uma calculadora e fazendo em b) n = 20, calcule você um 
valor aproximado para n. Que erro você estará cometendo nesta aproximação? 


Exercícios 2.1 


1. Calcule a soma da série dada. 


+œ 1 k +æ 1 k 
a) 5 (+) BK -> (+) 
k=012 k=2 13 
+o , Pr 
c) Ze d) E + 
k=0 k=1 
+00 1 +00 | 
e) L ———— BD É -co 
k=0 (4k + 1)(4k + 5) k=1 k(k + D(k + 2)(k + 3) 
+ Dk+1 ze 
D E Cr E a T a A 
koi kT n=1 
i) z NE. ED onde p = 1 é um natural dado. 
E) WEEDE ED EFP 
a 1 
J) ERE E RS 
k=0 (4k +1) (4k + 3) 
+æ 1 
l) 


> FE PO DE So 
E FE TDR TIE 


dx e raciocinando como no 


Lembrando de que In (l+ a) = IN 
0 


+ 
Exemplo 7, mostre que, para O < a < 1, tem-se 
+00 k 
a) In(l+Haj= 5 "o | alii Re 
a k 
n k n+l 
b) |n +a)- E Ct TD |=<o 
k=l k n+1 


Utilizando o Exercício 2, calcule a soma da série 
l | 
oe 


l 
TE 
2 3 48 


e x 3 4 
Utilizando a relação 2 = In z + In A + In a mostre que 
+% E 
FÊ. l 1 
n2= 5 ut! H EA F) 
j Ra sa k SK 4k 3k 


Mostre que 


z s41 1[2 2 1 
a) in 3 = TI, + — + — |. 
Pee a 4k 7) 


6 5 
[Sugestão In3=In2+In T + In +) 


co) n7=h6+ 5 (Cpt +! —. 
k=1 k6* 


+00 1 
d) In(p+D=Inp+ X (—1)}+! T pal. 
k =1 kp 


Supondo 0 < a < 1, mostre que 


+o Ý 
a bna- a=- 5} — 
k=1 k 
n k n+1 
b) |In(l-a)+ E = VR -aa 
k=l k (n+ DA —a) 


Utilizando o Exercício 6, mostre que 


E a 
a) Ras E KoF 
b) mudo E e 
k=1 k4k 
c) In(p— D=In p-— z E p=2 
k=1 kp 


n 


Determine n de modo que È 
k=1 


E seja um valor aproximado de In 2 
com erro, em módulo, inferior a 10”. (Sugestão: Utilize os Exercícios 6 b) 
1+ e] ABNA ne 
e 7 a).) Lembrando que In FR =2 IR Ed dx. com 0 < lal < 1, e raciocinando 
a ET 


como no Exemplo 7, mostre que 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


a) In = X 
=y k=0 2k+1 
bi n ak +! p) a?" +3 
b) |in — 2 G——— ——— 
l-a Eor Ze Fl mt ba 


a) Mostre que para todo 8 > 0, com f # 1, existe um único «, com O < |a| 


<|1, tal que £ = a 


b) Utilizando a) e o Exercício 9 a) mostre que In 
to A TI] 
a” B-—1 


N 


B = 


k=0 2k+1º B+1 


Utilizando o exercício anterior, mostre que 


+ co l 
o mh2=2 5 


k =0 (2k + 1) 3%% +! 
+o l 
b) In(p+D=Inp+2 —, pal. 
t =0 (2k + 1)\(2p + 1)* +! 
n | 
Determine n de modo que 2 > DE = p 371 Seja um valor aproximado 
k=0 (2 3 


de In 2 com erro, em módulo, inferior a 10”. Compare com o Exercício 8. 
(Sugestão: Utilize 9 b) e 11 a).) Calcule as somas das séries 


+20 +æ 1 
a) 5 e S b 5 — 
t-11 2k (2k — 1) k-o (4k + D(4k + 3) 


Mostre que 


15. 


16. 


17. 


+o 1 


l 
a X —————— = 
k=0 (4k + 1)(4k +5) 4 
ds | = 
b 5 -———————————————— = z 
k=0 (4k + 1) (4k + 3)(4k + 5) 16 
ss | | 
o) E — = — 
k=0 (4k + 1)(4k + 5)(4k + 9) 40 
pary 1 = md O 
O = ia 
k=0 (4k + I)(4k + 3)(4k + 5)(4k + 9) 480 
Mostre que 
= l 43 
L ct =D 
k=0 ZE + 1)3 6 
T 
(Sugestão: = =arc tg...) 


Partindo da fórmula de Machin, mostre que 


E E EE FEE.. t 
— = arc a m A e e ED 
4 E To AT E 239 


Considere a sequência a „ m 2 0, com a, = 1 ea > O para todo m, dada 


por 2 arc tg a =arctga .. 


Mostre que 


19. 


a) am = 
m-i 
T 
b) — = 2" arc tg Am 
4 
| 
€) am om 
+o 2k +1 
dd —=2" 3 ut 
k=0 2k + 1 
2k+1 
n 
e) |m — 2mM+2 q 1)k Em b A 
k=0 2k +i (2n + 3) 4™ (n+ 1) 
s 4 
É ic —nm+2 é 
f) Em particular, | m — 2 am | E m 


(Interprete geometricamente q.) 


Observação. Partindo de «o = v3, obtém-se = 2" arc tg am (Verifique). 
Pois bem, o valor n de obtido por Arquimedes é m=3-? açOU seja, 
m=96as. Verifique que a. é a metade do lado do polígono regular de 96 
lados circunscrito ao círculo de raio 1. (Veja página 93 da referência 


18.bibliográfica 9.) Mostre que, para todo natural p > 1, 


= P q | 
—= 5 —+p E —— 
6 pos dé tati EE + DEZ + p) 


(Sugestão: Veja Exemplo 6 e Exercício 1 i). Lembre-se, ainda, de que 
m? perii 


-) 


pk? 
; ps PRE 7 = 
Suponha que s seja a soma da série £ —-. isto é, s= X —. Mostre que, 
k=1 k k =1 k 


para todo natural p > 1, tem-se 
£ 1 | m? (1+ ION NS.. ) 5 

s= o | SER E me des a 
k=1 k| 6 E k? 


+00 l 
+p E DD, 
“= Per DnA 


Conclua que 


Conclua que 


n i | 
lim |[Inn— DS — |= —. 
n = += k=2k 2 


TFD l 


3. 


. à 1 i 
21. Seja a, = E EST vn 


N UA 


a) Mostre que a é decrescente. 


b) Mostre que 


PER. 
An = € 


lim an >1. 


c) Conclua que „i"a 


(Sugestão: Verifique que In (+x)>x- L, x>0, e utilize o 


22.Exercício 20.) Considere a função f(x) = ER x=l e «>1. Seja E 1 
X 


um real dado. 
a) Calcule a área do retângulo limitado pela retas 
x= Ef x= EÝ * !, y= f(E) e y = 0, onde k é um natural dado. 


b) Calcule a soma da série 5 Ef f(E*). 
k=0 


c) Mostre que lim (E-1) LX Ef f(Ef)= f — dr. 
E >1 k=0 l 4 


Observação. O Exercício 22 nada mais é do que o método de Fermat 


2 7 : f no l | 
para o cálculo da área do conjunto f x y) E R?|0 = y= -eM 1, onde 
a 


23.Fermat supunha a racional, com a > 1. (Veja Vol. 1, 5.º edição.) Mostre 


que 
ia . k—1 1 
a) lIn (n + 1)— In n — = (— DF = pS = 2 
n+i k=2 Eo am 
+00 +00 
k+1 kI NEAR. > Pa isto é 
E 4 — É o iii dd 2, onde yé a constante de Euler, isto é, 
k=2 c n=2n 2 


2.2. CRITÉRIO DE CONVERGÊNCIA PARA SÉRIE 
ALTERNADA 


+00 
Por uma série alternada entendemos uma série do tipo X (—1)* ay, onde a, 
k=0 
> 0 para todo natural k. As séries abaixo são exemplos de séries alternadas: 


| l 1 l pa ' l 
)i->+>—-+>—..= o | Ad 
A R q a k 
E PE = DT 
o a k=0 (2k + 1)! 
+o 
c¢)1—-2+3-4+5-6+..= E (DÉ! k. 
k= 
Observe que 


Critério de convergência para série alternada. Seja a série alternada 


-+20 


£ (—D% a,. Se a sequência a, for decrescente e se , lim ak = 0, então 
k 
k=0 k k — += 


+o 
a série alternada 3 (—1)* ay será convergente. 
k=0 


Demonstração 


A demonstração será baseada na propriedade dos intervalos encaixantes. 
Inicialmente, observamos que a sequência das somas parciais de ordem par é 


Gi 
decrescente. De fato,  _ —— e 
Sn =82n-2 -i — G92n) 
e, portanto, 
S2n E S2n — 2: 


Isto decorre do fato de a sequência a, ser, por hipótese, decrescente e, portanto, 
sy = aq 
= (0) 
A, 
Ss =a—-aq+a =sy—(la — a) 


o Aperta nim) 
q. 7 4, 2 0. (Veja: 


S2n = S2n—2 — lAn -1 — 02n).) 


Por outro lado, a sequência das somas parciais de ordem ímpar é crescente: 


o a A 


=() 


AA, 
3 =s, ta — d3 = nto — a3) 


=() 


——— 
S2n+1 = S2n—1 + (don — Gn + 1). 
Temos, ainda, para todo natural n, 


Sn” Sn+17" n+ 


Logo, para todo natural n, s, > s, ,,- Temos, então, a sequência de intervalos 


encaixantes [s]; so] == [s3. s2] E PE [S21 +h San] = a 


Da hipótese — l an = 0, resulta que a amplitude a do intervalo [s 


2n+1 2n +1? Son 
tende a zero quando n tende a +00. Pela propriedade dos intervalos encaixantes 


(veja Vol. 1) existe um único s tal que, para todo natural n, 
San + 1 ES Sp 


Daí, para todo natural n, s está entre s, e s 


a + 4 & portanto, 


s— sis, — Ss! = 4+1 


Des ge an +1 0, resulta 


im ss 
n> + 


(A desigualdade acima estabelece uma avaliação para o módulo do erro que se 
n 
comete ao aproximar a soma s pela soma parcial s :|s— E (~1)fap|= an +1.) 
k=0 


E 
Pela demonstração acima, i zorl Sa +1 75. Como 
n +00 
S2n+1 = È} (ak — ax +1), resultas = DT (a — a +1). 
k=0 k=0 
+00 +90 
Se as séries © ape DX ax+ı forem convergentes, teremos 
+00 +o = = 
O ae E 
=0 k=0 


Ou seja, s será a diferença entre a soma dos termos de ordem par e a soma dos 
termos de ordem ímpar. 


EXEMPLO. A série 5 (IJ! é alternada. Como a sequência 


E l . 
ap = —, k = 2, é decrescente e lim —— = 0, segue, pelo teorema acima, que 
In k k=-+% Ink 


a série dada é convergente. 


Exercícios 2.2 


1. Mostre que a série dada é convergente. 


a ; | E n? 
a) X (D+! sen — b 5 GCD’ — 
k=1 k n=2 ad F 
o F so m o E Ch” 
k=3 k n=0 
a 1 A l 
2. a) Mostre que L — =- E —— 
t=1 KR: 3 k =0 (2k + 1) 
a l 
b) Calcule a soma da série § (t+! = 
E=1 bos 
x š RE A 
(Sugestão: Lembre-se de que T = 5 RE?) 
k=1 K 
o | : 
c) Sendo s= 5 t+! ER determine n para que se tenha 
k=l c 
n 3 
“o a ao ay 
k =1 9 
Justifique. 
3. Mostre que 
I l 
a)l- — +—-—— +... =sen l 
o. 
| | 
b)i—-—+———+..=cosl 
2 4 6 


(Sugestão para o item a: Sendo n um natural ímpar, verifique que 


n l Ñ +92 
r” os” = oa Et 
senx—|x—— + =... +(—1) 2? — || = 


< — (Veja a Seção 16.3 do 
3! 5! n! ) (n + 2)! 
4. Vol. 1, 5.º edição.) Avalie sen 1 (seno de 1 radiano) com erro em módulo 


inferior a 10º. 


2.3. UMA CONDIÇÃO NECESSÁRIA PARA QUE UMA 
SÉRIE SEJA CONVERGENTE. CRITÉRIO DO 
TERMO GERAL PARA DIVERGÊNCIA 


O próximo teorema conta-nos que uma condição necessária (mas não 
+0 
Ea fui f 4 lim ap =Q. 
suficiente) para que a série 2% seja convergente é que , 1. % 


+00 . 
Teorema. Se 3 ay for convergente, então , lim ar =0. 


k=0 


Demonstração 
+o +o 
Seja sı = E ay. Sendo a série $ ay convergente, existe um número real s, tal 
k=0 k=0 
lim Sn =S 
que S 
Teremos, também, Um sm-1=S. Como a = s =- s , resulta 
n — + n n n — 1 


lim a= lim [Sn — Sn-1] = 0. 


n —> + n — +% 


Portanto, 


-+20 


È ay convergente > lim aç =Q. 
k=0 k => + 


Segue do teorema acima o seguinte critério para testar divergência de uma série. 


Critério do termo geral para divergência. Seja a série $ ap. Se 
k=0 
+o 


lim ag #0 ou se k E ak não existir, então a série SJ ap será 


k — + 


k=0 
divergente. 


is ME sa - 
EXEMPLO 1. A série 3 ——— é divergente, pois lim am = |. Como a 
k=1 k? +3 k> +e k? +3, 
a E l w p 
sequência s, = È l- é crescente e divergente, resulta 3 -—-—— = +o. 
k=1 k4 +3 k=1 kł +3 
E 


EXEMPLO 2. A série E [1 + (—1)*] é convergente ou divergente? Justifique. 
k=1 


Solução 


ipe [2 se k for par 
ii lo se k for ímpar. 


Assim, |, im “k não existe. Segue que a série é divergente. Observe: 


| 
s= X n+(-D=0 
k=1 
2 
s= } [[+(—-1¥%]=0+2=2 
k=1 
3 
s= 5 N1+(-D*]=0+2+0=2 
k=1 
4 
s= 5 1+(-D*=0+2+0+2=4 
k=1 
n 
A sequência sy - +(-DSn=1, é crescente e divergente; logo 
= 
-+20 


E [+ (-D$]= +o. 
= 


EXEMPLO 3. É convergente ou divergente? Justifique. 


ho 
I k k=1 k? 


Solução 


-0 


' l Em | 
a) Como i lim ri 0. a série £ — tem chance de ser convergente. Sabemos, 


cdi k=1 k 
entretanto, que tal série é divergente, pois trata-se de uma série harmônica de 
; : l a EES 
b) ordem 1. (Veja Exemplo 2, 2.1.) A lim FI = 0; segue que a série 3 E tem 
iii k=1 K 


chance de ser convergente. A série é convergente, pois trata-se de uma série 
harmônica de ordem a = 3. 


3 


CRITERIOS DE CONVERGÊNCIA E 
DIVERGÊNCIA PARA SÉRIES DE 
TERMOS POSITIVOS 


3.1. CRITÉRIO DA INTEGRAL 


+o 

Critério da Integral. Consideremos a série ® «ay e suponhamos que 
k=0 

exista um natural p e uma função f : [p, + œ [ > R contínua, decrescente 


e positiva tal que f(k) = A paia k > p. Nestas condições, tem-se 


p+ 
a) | f(x) dx convergente = s ar convergente 
k=0 


e+ +30 
b) | f(x) dx divergente > $} ak divergente 
P k=0 


Demonstração 


p n 
ar= } a+ X. ar. 
E a O 


IM = 


Paran > p, 
Ps, 0 
+o 


Como p está fixo, segue dessa relação que a série $ ay será convergente (ou 
k=0 
+o 


divergente) se, e somente se, © ag for convergente (ou divergente). 
k=p+1 


a) Raciocinando como no Exemplo 2 da Seção 2.1, temos 


a+ 
f(x) dx = | f(x) dx 


Pp 


fix) 


> Área =An 


Segue que a sequência f © aké crescente e limitada superiormente por 


=p+l1 
a+ 
] f(x) dx. 
p 
+o +00 
Logo, a série i * a é convergente e, portanto, 3 ay também é convergente. 
= p+I (= 


b) Fica para o leitor. 


+o 


EXEMPLO 1. A série 3 
k= 


ST é convergente ou divergente? Justifique. 
a nd 


Solução 


rz2. 


Vamos aplicar o critério da integral utilizando a função f(x) = rd 
Xm 


Tal função é positiva, contínua e decrescente em [2, + œ[ como se verifica 


ta 


facilmente. Temos | dx = [In (In SA = In (Ina) — In (In2) 
2 xm z 

lim In (In æ) = +% tig ério da j 
Como. SM PARA resulta | dx = +. Pelo critério da integral, 

: 2 mnax 
a série é divergente. 

E 
ME | 
EXEMPLO 2. Seja a > 0, com q # 1, um real dado. Estude a série > x dE 
k=2 kn K) 
com relação a convergência ou divergência. 
Solução 
; TE ; al aê | 
Vamos aplicar o critério da integral com a função f(x)=-————. Esta 


x (In: x)º 
função é claramente positiva, contínua e decrescente no intervalo [2, + oo[. 


B 
eB 
Temos | Eo dx = = A 
2 x ior (1 — a)(In x)€ 


S 
‘a 


e, portanto, 


-B | | 
| — e [MR Ant! 
2 x(Inx)º l— «| (InB)* (In2)* 
Pel >1. lim 0 0O<a<l lim +0 l 
elo « l = ac] Se, pard (04 : ISS pd - pelo 
"B5+o (In Bjo! P Bara ipn P 


critério da integral, a série é convergente para « > 1 e divergente para 0 < a <1. 


Com auxílio dos Exemplos 1 e 2 estabeleceremos mais adiante o importante 
critério de De Morgan. As séries dos Exemplos 1 e 2 também podem ser 
estudadas utilizando o critério de Cauchy-Fermat. (Veja Exercícios 5 e 7.) 
Exercícios 3.1 


1. Estude a série dada com relação a convergência ou divergência. 


+o i +20 1 
a) È - b) È ~ 
t=o Kº +1 Esa: & nt 
+> +00 
Eu VE ; >0 d) yY k 
k=2 K In k k=0 1+k! 
+00 l +00 l 
e) LL —— F 2 > | 
k=2 kinkin (ln k) k=2 kin k [In (In kJ 
+00 1 +20 k 
9 DL ——————, 0<a<l h) E — 
k=2 kin k [ln (In k)]* k=0 kf +1 


2. Suponha que a função f :[0, + œ| > R seja contínua, decrescente e 


positiva. 
Prove 
-+o a+ 
a) } f(k) convergente > | f(x) dx convergente 
k =0 0 
+ esti 
b) © f(k) divergente > | f(x) dx divergente. 
k =0 0 


3. Suponha que a função f : [0, + œ[> R seja contínua, decrescente e 
+o 


positiva. Suponha, ainda, que a série X f(k) seja convergente e tenha 
k=0 
n 
soma s. Prove que X f(k) é um valor aproximado por falta de s, com 
k =0 
e+ 


erro, em módulo, inferior a | f(x) dx. 


n 


4. Suponha f :[1, + œ| > R contínua, decrescente e positiva. Inspirado no 


método de Fermat (veja Exercício 22 da Seção 2.1) e supondo E > 1, 
+o ; ; a--20 
a) È E FER ) convergente = | f(x) dx convergente. 
k=0 l 
mostre que 
+00 £ p+ 
by SE ER f(EK ) divergente = | f(x) dx divergente. 
k=0 1 


5. (Critério de Cauchy-Fermat.) Suponha f : [1, +œ[ > R contínua, 


decrescente e positiva. Sendo E > 1, prove 
+o +00 

a) X f(k) convergente & E EK f(EK) convergente. 
k=1 k=0 


+o +o 
b) X f(k) divergente & ST EŻ (Es) divergente. 
k=1 k=0 


+% 
E p l l 
6. a) Supondo q > 0, calcule a soma da série sz 2%f(2%), onde f(k) = A 
k=0 E 


b) Utilizando o critério de Cauchy-Fermat, conclua (resultado que você já 
poa An T di 
conhece) que a série harmônica de ordem a, 5 ao É convergente 
k=1 k 
para q > 1 e divergente para a < 1. 


7. Utilizando o critério de Cauchy-Fermat, com E = e, estude as séries a 
seguir com relação a convergência e divergência, onde œ > O é um real 
dado. 


+o l E l 

a 3 — DS. q 
k=2 k (In k)* k=2 klnk [In (In k)]* 
+20 l 

oo 5 >>> 
k=2 kinkin (In k) [In In (In $)“ 
+o l aa l 

d) 5 e) 3 —. 
k=2 (In kJ k=2 Ink [in In kJ 


CRITÉRIOS DE COMPARAÇÃO E DO LIMITE 


+o -+o 
Critério de comparação. Sejam as séries 5X ape X by. Suponhamos 
k=0 k=0 
que exista um natural p tal que, para todo k > p, 0 <a, < b, Nestas 
+o + 
(1) È by convergente > © ay convergente. 


— 


k=0 k=0 


condições, tem-se: 


+o +a 


Gi) X ap divergente > © by divergente. 


k=0 (=0 


Demonstração 
+ +00 
(i) È by convergente > © by convergente. (Confira.) 
k = 0 k=p 
n 
Como, para todo k > p, b, > 0, a sequência in = a bk, n= p, 
=p 
-+ 
é crescente. Daí e pelo fato da série © bę ser convergente resulta, para todo n > 
k=p 
P, 
n +00 
> bg = y bk 
k=p k=p 
Como, para todo k > p, O < a, < bẹ resulta que a sequência 
n 
(1) = S. ak, n= p 
k=p 


é crescente e, para todo n > p. 


+o 
Segue que a sequência (1) é convergente, ou seja, a série X ay é convergente. 
k = 
+% á 
Logo, X ap é também convergente. 


— 


k=0 


(ii) Fica a cargo do leitor. 


+o 
EXEMPLO 1. A série 3 - sen - é convergente ou divergente? Justifique. 
ik : 


Solução 


Para todo k > 1, 


a 
(Lembrete: para todo x e ]0, -[, sen x < x.) 


+o l 
Como È a é convergente, pois trata-se de uma série harmônica de ordem 2, 


e = i 
+o 
po e x | É o 
segue do critério de comparação que 3 7 7 convergente. Isto significa 
k=1 K c 


; 7 l Load | 
que existe um número s tal que sen 1 + > sen —+ = Sen ai Es. 


Já vimos que 


+00 l 
<s — e ] z 
= e 
compreendido entre sen 1 e 2. 
E 


+00 k 


EXEMPLO 2. A série 5 ——— 
k=0 k2 +2k+1 


PER] Ê Ê 
dx =|, segue que s é um número 


é convergente ou divergente? 


Justifique. 
Solução 
k a | 
ET RE pu . 
R+2k+1 E 4241 
k k 
Para todo k > 1, 
2 
l+- + <4 
k k 
e, portanto, para todo k > 1, 
Ú al 
7 na 
1+>+ E 


Segue que, para todo k > 1, 


k 


== gi 
ke +2Mk+1 4k 
+00 l 

Como 5 rd +% (série harmônica de ordem 1) 

Fer k A | 

E Ho 

k=0 kº+2k+1 
e, portanto, a série é divergente. 
E 
+00 | 
Observação. £ —=+o significa como já sabemos, 
k=1 k 
n l É . n . l n l 
lim X —=+%;daí lim £ —= lim — DS —=+o 
n5+e p=] k n5o+o k=] 4k n=>+2 4 k=1k 
ou seja, 
n l 
2. —= qo 
k=1 4k 
Do mesmo modo, prova-se que se 
+20 
© ap =+% 
k=0 
então, 
+œ f a 
+% se « >0 
> aar = | 
k =0 


E lho sazo 
onde a é um real dado. 


+o 
EXEMPLO 3. A série 3 ksen ` é convergente ou divergente? Justifique. 
k=1 


resulta 


que 


Solução 
l 
sen N 


lim ksen e 
k k > +% pa 
k 


k => +% 
lim ak #0. a série é divergente. Como k sen E” 0, para todo k > 1, 
E 


Sendo , 1, 


+20 l 
X ksen T = +00, 


k=] 


é convergente ou divergente? Justifique. 


+o 
EXEMPLO 4. A série 5 
n=] 02 


Solução 
(Série geométrica de razão 5º) 


Para todo n > 1, 
l 


+o 
é convergente. Observe que a soma desta 


Pelo critério de comparação, X = 
n=] 04 


cm 


série é um número s compreendido entre — e 1. 


E 
te AskA , 
> — é convergente ou divergente? 
2k8 + k-—1 


EXEMPLO 5. A série 
k=1 


Justifique. 


Solução 


3 2 
a a UN O 
e bd E spt A 
k! kë 
Temos: 
3 2 
|->+— 
E CRS 
lim k k E 
“kg k8 
J 2 
i a =, P 
Tomando-se e = —, existe um natural p tal que — — — < i M 
k7 k8 
5 > 
To GE 


para todo k > p. Segue que, para todo k > p, 0 < a 
5-5 
k! kë 


Ou seja, para todo k > p, 


E =-342 31 
atkl o 4 


+00 E) 
Z o h À Z Z o ae 
Como a série X T é convergente (série harmônica de ordem 3) segue que 
k=1 “ 
T Peak +l 
2k +k-1 


l 
k3 


k=1 


é convergente. 


EXEMPLO 6. Suponha que ap= = be. k= 1. Suponha, ainda, que 
o tp 


t=1 2 +k-1 


Prove 


+ 

ajaz>1 > a convergente. 
k= 
+o 

bbas1 > È aşdivergente. 
k= 

Solução 


nap - — ão L f 
a) Por hipótese, , lim bg = L > 0. Tomando-se então, e = —, existe um natural p 
— + 2 


da 


tal que, para todo k > p, L-=< be <L+ a 


Multiplicando por = vem 


ou 


L 
E: 


— 


| l 3L 
— < — bk < — — 
ke ka E ue 
dp 
3 
L ES Z ak Z 3L E 
Z km 2 pe 
+o 


para todo k > p. A convergência de 3 


+00 


harmônica 3 — 


gd é di ; L 
b)Sea>1,asérie © ay será divergente, pois, para todo k > p, akp > = — 


+00 
e È 
k=1 


ka 


k=1 
+o 


k=1 


Dg divergente. 
k2 


ar segue por comparação com a série 


l 


r = 


+œ 
Observação. Seja a série Y 


— 


dp. O exemplo anterior conta-nos que se 
k re l 
A b; se lim 
k k a k 


e ó pis 
E bg =L>0, real, então a série 5 
k => += 
comportamento que a série harmônica 


a; tem o mesmo 
k=1 


FA 
k=1 k“ 
+ o 
EXEMPLO 7. A série 2 - é convergente ou divergente? Justifique. 
Solução 
f 3 3 
DO o DE 
Jk + 5 3/9 5 kt!2 | 5 
\ = k ar l + = J1 + EA. 
\ k? \ k- 
Temos 
T 3 
lim — + =]. 
k = +% H+ d 
| Re 


m 


+00 q 
l PP E 
Como « = —, a série 2 
2 =3 ak? + 


— é divergente. (Veja exemplo anterior.) E 
5 


O critério que vimos no Exemplo 6 é um caso particular do critério do limite, 
que veremos a seguir. 


+00 +o 
Critério do Limite. Sejam X aj e X cy duas séries, coma, > 0 e 
k=0 k =0 


c, > 0, para todo k > q, onde q é um natural fixo. Suponhamos que 


E ak 
lim ik = L. 
k => +% Ck 


Então 
a) se L > 0, L real, ou ambas são convergentes ou ambas são divergentes. 


+o 
ar também será divergente. 


+o 
b)se L= +%ese $ ck fordivergente, 3 
k=0 k=0 
+o +o 
c)seL=0ese > cy forconvergente, > ap também será convergente. 
k=0 k=0 


Demonstração 
: ak _ L é 
a) De, a a O L. L>0 e real, segue que tomando-se e =, existe um 
L Pa Ed L 
2 Ck 2 


natural p, que podemos supor maior que q, tal que k > p= L — 


ou seja 


-— 


L g 
k > p > — ck < ak < — Ck. 
2 9 
Segue do critério de comparação que ambas são convergentes ou ambas 


divergentes. 
li ak _ i 
b) De piia v, segue que tomando-se e = 1, existe um natural p, que 
) ; i 3 , ak 
podemos supor maior que q, tal que k > p = a >1 


e, portanto, 


k > Pp > ap > cp. 
+a +00 
Segue do critério de comparação que se X cy for divergente, então © ap 
k=0 k=0 
também será. 


É ak i . 
c) De t n. Rr = 0, segue que tomando-se e = 1, existe um natural p, que 


| = aK 
podemos supor maior que q, tal que ” > p = E S 


ou seja 


n > p => ak < ck. 
+00 +æ 


Portanto, se XY cy for convergente, então XY ap,também será. 
k=0 k=0 


+o 
EXEMPLO 8. A série $ k e™% é convergente ou divergente? Justifique. 
k=0 


Solução 


+o 
A série § ec*2 é convergente, pois trata-se de uma série geométrica de 
k=0 
razão ; = el? <1, 


Façamos 
k/2 


ap =k et e Cp=e. 


Termos 


Pelo critério do limite, a série dada é convergente. Poderíamos, também, ter 

+o 
utilizado a série harmônica ¥ à 
b am 1 a 

ak 

, ak u ke l 

lim “É = lim T lim 
=> +% Ck k — +% k= +% € 


como série de comparação. Neste caso, 
3 


p =U 


teríamos , 


Pelo critério do limite, conclui-se que a série dada é convergente. 


Observação. O sucesso na utilização do critério do limite está exatamente na 
+o 
escolha adequada da série ¥ cą de comparação. Em muitos casos, as séries 


k=0 
harmônicas ou as séries geométricas desempenham muito bem este papel. 


+o 
EXEMPLO 9. A série 5 Ei é convergente ou divergente? Justifique. 
k=2 Ink 
Solução 
Eu ” za Anaa: e. 
Vamos tomar como série de comparação a série harmônica 5 E Temos 
k=1 k 
ido l 
[o VOCÊ — = 
i In k À k 
Então, 


: ak z 
lm — = lim = +00, 


k= +% Ck k>+o Ink 


Pelo critério do limite a série dada é divergente. (Observe que se tomássemos 
+o 

como série de comparação a harmônica convergente ¥ IT teríamos, também, 
k=1 kº 


? 


é ak s p- 
lim — = lim —— =+o, 
k>+0 Ck ks + In k 


Entretanto, neste caso, o critério do limite não nos forneceria informação alguma 


sobre a convergência ou divergência da série dada. Confira.) E 


+00 2 
E a Ê : 
EXEMPLO 10. A série 3 ———— é convergente ou divergente? 
t=1 k? +2k+1 
Justifique. 
Solução 
| k? + 2 = 
Como lim ————+— =0, a série tem chance de ser convergente. Vamos 
p p BJA 
k> +% k? +2k+1 
o ` P w A 
tomar como série de comparação a harmônica convergente > T Temos 
k=1 K 
k2? +2 l 
E — = nl 
= PL A P 
Então, 


k5 + 2k 
k= +% Ck k= +» kñ +2k+1 


Pelo critério do limite, conclui-se a convergência da série dada. (Sugerimos ao 
leitor concluir a convergência da série pelo critério estabelecido no Exemplo 6.) 
E 


Exercícios 3.2 


1. É convergente ou divergente? Justifique. 


EE k te (k+D)e* 
a E ——— b) id 


k=2 2º —k+1 k=0 2k+3 
t ak +k te 
) E —— d) E (k? +1)e™% 
k=1 kf +3k+1 k=0 
+% 2 M e 
e) F 7 k 3 f) ja 2 + cos Vk? +3 
k=2 3kº +k2+1 “ k=0 k+1 
+= 2k +0 | 
2 5 — h 5 
k=1 k> k=2 k2 In k 
e an E 
) E (cos? k+ k?)k-4 ) È PP 
k = k = kN k 
e ai 1 cd 1 
à > k? [1 — cos — m) È In |1 + = 
k= k? J k=1 \ k*) 
+00 
Considere a série X ar como a, > 0, para todo k. Suponha 
k=0 
ne. ” lim b, =0 esca) e , 
T e p. Prove que se AM ME Vem, então Ra ar será 
convergente. (Sugestão: Utilize o critério do limite.) Seja À > O um real 
+o JA 
dado. A série £ — é convergente ou divergente? Justifique. 
£=D & 
. ” . pe 
Considere a série X a com a, > O para todo k. Suponha que 
k=0 
i 3 — Jaca = ~ E ud Es: 
aç = Ee be. k = p. Prove que se y nyi by = toesea = l, então a série L ag 
c k=0 


será divergente. (Sugestão: Utilize o critério do limite.) Seja y > 0 um real 
dado. Prove 


. k | e" 
a) lim —— = +o. (Sugestão: Lembre-se de que lim — = +œ.) 
k+» (In k)” u> + UA 
+ l 
b) 3 ——— é divergente. 


k=2 (Ink) 


É convergente ou divergente? Justifique. 


E k? +5 te k+3%k+41 
a) >, AE aA b) x EET 

k=3 k“ (In ky k=5 (In k) 

+ ak += l 
c) by =; d) by SEE TA 

k=0 k! k=3 k (In k) 

+. l 
e) $ ——— onde a > 0 e f > o0 são números reais dados. 


k=3 kº (In WÊ 


YKS + 3k+ E nk 


+ 
) E TESS A l. 
j Es k? (In k}? k 


Verifique que as séries abaixo são convergentes. Justifique. 


+o 1 +o f l ) 
a) 5 —— b) E sen|——— | 
n=1 nìjn? +3 n=1 nin? +3 j 
\ 
+00 1 
c) Larctg E Rr (Sugestão: Verifique que arc tg x < x para todo x > 0.) 


n=1 na nº k 


Mostre que as séries dadas são convergentes. 


+5 | e | 5 
——— — 1 | b) È in 5> 
RO, ai ns j n=1 = j 


(Sugestão: Para mostrar a convergência de b utilize a desigualdade In x < 


pac a ns; In n 
=) ORGS es d) PT 
n= n=3 qn +3n+1 
e" = gt 
Verifique que È In pir 
k=1 c 
n 
(Sugestão: Sı = D [in (k + 1)-— In k] =...) 


k=l 


+= : 
10. Seja -1 <a < 0 um real dado. Mostre que È In o tos: 
k=l de o 
k+1 


(Sugestão: Utilize o critério do limite com cp = In 
11. Seja-1 <a < 0 um real dado. 


a) Utilizando o Exercício 10, conclua que 


le—k +11 


+œ 
È in —oo 
k=1 k 
b) Mostre que 
lim = 


ala- DNE- DEt 
n! 


n> +% 
(Sugestão: Verifique que 


& (æa — 1) (&— 2)... (&—n +1) 


x ) 


" 
E Indle—k+]/k) 
==] ; 
n! 


c) Mostre que a série alternada 


* a(a-D)(a-2..la-n+ 1) 


l n! 


é convergente. (Observe que 


oae a a a O a aa S afete O L, 


' t 


(— 1)" 
n: n: 


para todo n > 1.) 


3.3. CRITÉRIO DE COMPARAÇÃO DE RAZÕES 


Os principais critérios para estudo de convergência e divergência de séries de 
termos positivos, que serão estabelecidos nas próximas seções, são 
consequências do importante critério de comparação de razões. Este critério é 
sugerido pela progressão geométrica. 


+ +o% 
Critério de Comparação de Razões. Sejam X ape X b, duas 
k=0 k=0 
séries de termos positivos. Suponhamos que exista um natural p tal que, 
ak+1 _ bk+i 
para k > p, = : 
ak by 


Nestas condições, tem-se 


+o +00 
a) 3 by convergente => b) ar convergente 
k=0 k=0 


+o +o 
b) } ak divergente > 5 by divergente. 
k=0 k=0 


Demonstração 


Segue da hipótese que, para k > p, 


+] Ok 

bk +1 bk 
A . ak er = Z z ak <= ap 
e, portanto, a sequência be k = p, é decrescente. Daí, para k > p, temos be a 
s c p 


e, portanto, para todo k > p, 


Agora é só aplicar o critério de comparação. 


+ 
EXEMPLO 1. Considere a série de termos positivos ®¥ ap e suponha que 


— 


existem um real r e um natural p, com O < r < 1, tais que, para todo k > p, 
Ak+1 O pan =: ; 
= r. Prove que a série © ap é convergente. 


ak k=0 
Solução 
+% k 
Consideremos a série geométrica © by. ondebp=r,k=0. Tal série é 
, ne 
. k + ak +1 0 ’°k+ 
convergente, pois O < r < 1. De t+, segue, para todo k > p, Ela s 
bg ak bg 
+o 
Pelo critério de comparação de razões, a série 3 ay é convergente. 
k=0 
E 
+o 
EXEMPLO 2. Considere a série de termos positivos X ap e suponha que 
(=0 
. ak + 1 " k E sn. +20 E 
existe um natural p tal que, para todo k > p, —— = 1. Prove que a série 3 a é 
ak k=0 
divergente. 
Solução 
+o 
Consideremos a série X ap com b, = 1 para todo k > O. Tal série é 
k=0 
: ; ak+1.0 bta 
evidentemente divergente e, para todo k > p, ETL STAEL 


ak bg 


+o 
Pelo critério de comparação de razões, a série 3 ay é divergente. 
k=0 


+o 
EXEMPLO 3. Considere a série de termos positivos 5 ae suponha que existe 
k=0 


[ ak | 
um natural p > 1, tal que, para todo k > p, tem-se k | 1 — SEE gg 
\ ak 
z pi z 
Prove que a série 5 ay é divergente. 
k=0 
Solução 
f lk | E : tk l l b 
k |i nE |<1 é equivalente a DO a Dejo =D. ond 
| ar ) ak k k bk 
+o 
bk = , resulta que, para todo k > p, “t+! > dera, Como a série 3 by é 
ps ak bg k=2 
divergente (pois trata-se da série harmônica de ordem 1), pelo critério de 


+o 
comparação de razões, a série XY ap é divergente. 
E=0 


Antes de passarmos ao próximo exemplo, observamos que se a é um real 
dado, com q > 1, então, para todo x >-1, (1 + x) 2 1 + ox. (É só observar que o 
gráfico de f(x) (1 + x)”, x > —1, tem a concavidade voltada para cima em ] —1,+o0 
[e que y 1 + ax é a reta tangente ao gráfico de f no ponto (0, 1).) EXEMPLO 4. 

+o 


Considere a série de termos positivos XY a, e suponha que existem um real « > 
k=0 


dk +1 


ak | 


1 e um natural p > 1 tais que, para todo k > p, k | | — |> a. Prove que a 


+o 
série 5X ay é convergente. 
k=0 


Solução 


Í ak +1 | E ] dk +1 a . 
k|1- >a é equivalente a Shs Fi Do que dissemos acima, 
| ak |) 
a l 1e / DO bk 
segue que, para todo k > 11 - — =| 1 —— | - Como || —-—| = Er 
k A EJ Vo $} bk 
l ak+1 _ bk+1 Lre ES g 
onde bg =————, resulta < e, portanto, a série Dar é 
(k — 1)% ak bg k=0 


+2 
convergente, uma vez que a série XY bp é convergente por tratar-se de uma série 


harmônica de ordem a > 1. 


+00 +00 
EXEMPLO 5. Considere as séries de termos positivos X ape X bp, onde 
k=0 k=3 
| 


b; = E E (Observe que o Exemplo 1 da Seção 3.1 nos conta que a 
+90 +o 


PE o ari _ Dk+1 
série È b= 5 divergente.) a) Mostre que —— = —— é equivalente 
k=3 k=2 k Ink ak bk 
k ak \ 
a Rd en TR TÁ Ton 
k=l ak \ kj 
b) Mostre que 
” tt 
(In k)|1 dé OE si gE 
k—1 a k 


implica a 2.º desigualdade do item a. 


c) Conclua que, se existe um natural p > 3 tal que, para todo k > p, 
(k DO eee fera 


+o 
então a série XY ay é divergente. 
k=0 


Solução 


a) Fica para o leitor. 

b) Inicialmente, observamos que, para todo x > —1, In (1 + x) < x. (Para se 
convencer deste fato é só observar que o gráfico de f(x) = In (1 + x) tem 
concavidade voltada para baixo e que y = x é a reta tangente ao gráfico de f no 


ponto (0, 0).) Segue que, para k > 2, In | | - > | < -1 e, portanto, 
< — In | 1 — >) Logo, a desigualdade deste item implica a 2.º desigualdade do 
item a. 


ak+1 _ Dk+i 


ak bk 


c) Tendo em vista os itens a e b, resulta que, para todo k= p, 


+o + 
portanto, a série 5 a, é divergente, uma vez que XY bg é divergente. 
k=0 k=3 


+ æ + 
EXEMPLO 6. Considere as séries de termos positivos X are © by, onde 
k=0 k=0 
l 
= —————————— coma > 1. (Observe que o Exemplo 2 da Seção 3.1 nos 
=D ln GDP CRS É E i 


PEF l E 
conta que a série E b= 5 Zan pa * COM & > 1, é convergente.) a) Mostre 
k=3 k=2 k(In k) 
adp b} E ' k ar / l k 
que ERL ESERI é equivalente a (k In k) |1 — — +1 »-an/l-—|. 
ak bk k—1 ak \ k) 


by 


b) Suponha que existe um natural p > 3 tal que, para todo k > p, 


(k In of -— ta ao. 


Mostre que existe um natural q > p tal que a 2.º desigualdade do item a se 
verifica para k > q. 


c) Conclua que se existe um real a > 1 e um natural p > 3 tais que, para todo k > 


a i 
p, (k In of -— EE ma? 


então a série é convergente. 
Solução 

a) Fica para o leitor. 

l j E 


b) De tim [1-—| =”! segue que lim In[1- = = —1. Como a > 1, re 
k — +a + k k — +% \ kj 


sulta que existe q > p tal que, para k > q, 
pe 
n[i-—|) >-a 
| k) 


i k 
e, portanto, para k > q, &? > —In [1— - | - Logo, para k > q, a 2.º desigualdade do 


item a se verifica. 
c) Fica para o leitor. (Veja referência bibliográfica 14.) 


3.4. CRITÉRIOS DA RAZÃO E DA RAIZ 


+o 
Critério da razão. Seja a série £ as com a, > O para todo k > q, onde 


k=0 


é ; ak +1 ; rei 
q é um natural fixo. Suponhamos que ; lim exista, finito ou 
REST 


Gk+1 


infinito. Seja L= lim 
k => +% ak 


Então, 


+% 
a)L<1 = E aé convergente. 
k=0 
+o 
b) L> lou L=+% = 5J azé divergente. 
k=0 


c) Se L = 1, o critério nada revela. 


Demonstração 


Veja final da seção. 


E 
Je . ne 2k gÈ . . . 
EXEMPLO 1. A série 5 T é convergente ou divergente? Justifique. 
k=0 A 
Solução 
ok 
Como a, = P , temos 
2k +1 
apr _ (k+D!_ 2 
ak El k+1 
k! 
Segue que 
ak 2 


lim +l im —— =0 
k= +0 ak k5+o k+1 


+o ok 
Pelo critério da razão, a série £ — é convergente. 


k=0 k 
E 
EXEMPLO 2. Mostre que a série 
+% . £ . . . 
5 1-:4+7 z (3n + 1) 
n=1 nº 
é divergente. 
Solução 
Es Aco, RT) 
GE. 
nº 
l-4 1.4.7 28 1-4-7-10 
(Observe: — -E = 4: o i “oo. = 32º a — E, e 
In+1 1:4:7-...ºGn+DBn+4). n5 = 
An (n+ 1) Ann GAFI 
Segue que 
a 
lim tl = +o, 


n — +2 dn 


Pelo critério da razão, a série é divergente. 


+ pk 
EXEMPLO 3. Mostre que a série 5 a é divergente. 
k=1 k! 


Solução 


ar (k+1)! kk kk 
ou seja, 
a /k É 
k+1 e efa 
ak (ok k 
Segue que 
ap 
lim ktl e>1. 
k>+o ak 


Pelo critério da razão, a série é divergente. 


E 
k! 
EXEMPLO 4. Mostre que lim -p =0 
k5+o k 
Solução 
, +00 A 
Se a série È ra for convergente, então teremos necessariamente 
k=1 K 


k! ; x a E. 
i lim E 0. (Veja teorema da Seção 2.3.) Vamos, então, provar que tal série é 
c =+% k 


convergente. 
(k +1)! 
ak+ı _ (k++! _ kk l 
“e o ae TH 
ak (k + 1) 1) 
F E 
k =) 


Segue que 


ak +1 l 
lim =—<1. 
k—= +% ak e 


Pelo critério da razão, a série é convergente. Logo, 


J al 2 
EXEMPLO 5. Mostre que a série 5 Meen divergente. 


n=0 (n+ 1)! 
Solução 
an+1 _ (n+1)!+(na+1)? MEDE MADE M + _ 
An (n+ 2)! n!+ nº? (n+ 2Xn! + n?) 
n+l a+(n+)) 
n+2 n! + n? 
ou seja, 
l n+l 
+— 1+ 
An +1 = n n! 
an 2 no `’ 
1+2 1+ ——— 
n (n — 1)! 
Assim, 
lim SH =] 


O critério da razão nada revela. A série poderá ser convergente ou não. Vejamos 
o que realmente acontece. (Vamos utilizar a seguir o Exemplo 6 da Seção 3.1.) 
n n 
nt+n2 G=) b (n — 1)! 
(n + 1)! n+1 n n+1 
n 


Como 


+00 


easérie $ — é divergente, resulta que a série dada é divergente. (Observe que 
k=1 n 
n : | 
lim —— = lim .— == ().) E 
n5+e (n—1)! n5+en—>1 (n—2)! 


-f 20 


Deixamos a seu cargo a tarefa de criar uma série $ ay que seja convergente e 
ak+1 _ 


tal que lim 
k > +a 


+o 
Critério da raiz. Seja a série X ay, com a, > O para todo k > q, onde q 
k=0 
é um natural fixo. Suponhamos que i m. kjak exista, finito ou infinito. 
Sar 
Seja L= lim Kar E 
k > + 


Então 


+20 
a)L<1= Tay é convergente. 
k=0 


b) L > 1 ou L= +% > E ar é divergente. 
k=0 


c) L = 1 o critério nada revela. 


Demonstração 


Veja final da seção. 


=" 


+00 LS 
EXEMPLO 6. A série 3 4 
k=0 ? 


é convergente ou divergente? Justifique. 


Solução 


Vamos aplicar o critério da raiz. Temos 


: Ta : i l l 
lim va = lim r E — 
k > + k5+o 13 3 k5 +o 3 


E . Eao 2o z 
pois lim Ņk? = 1. Logo, a série é convergente. 


k > +% 


-f 20 


Observação. Seja a série 3 a, coma > 0. Se ocorrer lim 
n=0 E n5+0 dp 


critério da razão não decide se a série é ou não convergente. Conforme Exercício 


6, 1.1,se lim WE RENA 


n — + dn 


an +1 = 
o) 


an +1 


então teremos, também | lim Nan = l. Isto significa que se lim =L 0 
n — + 1 


1 — +00 an 
critério da raiz nada revela, também, sobre a convergência ou divergência da 
série. 
Para finalizar a seção, vamos demonstrar os critérios da razão e da raiz. 


Demonstração do critério da razão 


a) Tomemos r tal que L <r < 1. Segue que existe um natural p > q tal que, para k 
ak +1 
2p, 


as 
ak 


Pelo Exemplo 1 da seção anterior, a série é convergente. 


ak +1 


b) Segue da hipótese que existe um natural p > q tal que, para k > p, ne E 


Pelo Exemplo 2 da seção anterior, a série é divergente. 
z r É +1 | É 1 ; 
c) E só observar que lim =] para ag = —, k=loua=>.k=1,e 
k5>+0 ak g k k2 
+o +x 
1 PA 
lembrar que 3 LE Taa Ai 
k=1 k k=1k* 6 


Demonstração do critério da raiz 


a) Tomando-se r tal que L < r < 1, existe um natural p > q tal que, para k > p, 
Hay < r e, portanto, a, < r“. A convergência da série segue por comparação com 
+o 
a série geométrica 3 rf. 
k=0 
b) e c) ficam para o leitor. 


Exercícios 3.4 


1. É convergente ou divergente? Justifique. 


+o 3k +00 n! on 

a É r b) 3 = 

k=0 1+4 n=1 ĦA 

+o +20 , 
c) È} na” onde a > O é um real dado d) È at-a] 

n=1 n=l 

a FA 
e) 5 


+00 an 


2. Prove que, para todo a > 0, a série X — é convergente. Conclua que 
n=0 N: 


+90 x” +20 x” 
a 3 — b) 3 = 
a= n n= n 
+> nx” +30 x” 
c) >: - D Z = 
a=1 0" +1 n=1 2 
+20 „n +x „A 
X ; x 
e) DÈ ——————————— 
a=3 ha nes l-3- S tD 
= (2n+ Dx” E 
g) ) — E 
n! = sr 


n=l 


Prove que, para todo natural n > 1, 
Inl+In2+..In(n—l)= fyinx dx=In2+1In3+...+lInn. 


Conclua que, para todo n > 1, (n — 1)!e” > en" > n!e”. 


bha RE a: 
9- Prove que a série £ —— é divergente. 
n 


n=l 


n 


6. 
aa E MR . 
> 0 para que a série 3 seja convergente. 


n=1 


(Sugestão: Utilize a desigualdade en” < n!e” do Exercício 4.) Determine x 


n 


Considere a série £ a, com a > 0 para todo n > 1. Suponha que exista 


7. 
n=1 
um número real t positivo, com t < 1, tal que, para todo n > 1, 


Prove que a série é convergente. 


Un +1 


dn 


< 


Zt. 


+50 


8. Considere a série £ a,, onde a, é a sequência que começa com a e cada 


n=l 


termo é obtido multiplicando o anterior alternadamente por b ou por a: a, 
ab, a'b, db’, ab”, ab”, ... com 0 <a<b<1. 


an +1 


a) Prove que lim não existe. 


n> += Us 


b) Utilizando o Exercício 7, mostre que a série é convergente. 


c) Mostre que, para todo n = 2, a < 4a, < b. Conclua desta desigualdade a 
convergência da série. 


d) Prove que lim “a, =ab. Utilize, então, o critério da raiz para 


n> += 


concluir a convergência da série. 


e) Compare a e d com Exercício 6-1.1. 


3.5. CRITÉRIO DE RAABE 


+00 
Critério de Raabe. Seja a série £ ap, coma > O para todo natural n. 
n=0 


f dn +1 : e ao BS ; 
Suponhamos que lim rl 1 -2 existe, finito ou infinito. Seja 
n>5>+0 1 dn 
E [ An +1 
L= lim n 1 -— : 
n > +% dn 
Nestas condições, tem-se: 
+o 
a)L>louL=+% > 5 an é convergente. 
n=0 


-+20 
b)L<lou L=-—-% = S apé divergente. 
n=0 


c) L = 1 o critério nada revela. 


Antes da demonstração, vejamos o seguinte exemplo. 


EXEMPLO. Utilizando o critério de Raabe, verifique que a série 


5 1 3- Sei) 1 
paj 2"r4-6:...2m 2n+1 
é convergente. 
Solução 
3-5!) | 
än = >» À 
2-4-6-...-2n 2n+1 
Temos 
|| an +1 1 (2n + 12 6n2 + 5n 
njt-—— j=n|l-————— | E= C. 
An (2n + 2)(2n + 3) 4n? +10n +6 
Segue que 


an +1 


Pelo critério de Raabe, a série é convergente. (Observe que lim =k 
1 


n — +% an 
logo, o critério da razão nada revela sobre a convergência ou divergência da 
série.) E 
Vamos, agora, demonstrar o critério de Raabe. 


a) Da hipótese segue que, tomando-se 1 < a < L, existe um natural p > q tal 


que, para todo k > p, 


lt 
qı kti 
| ak 


Pelo Exemplo 4 da Seção 3.3, a série é convergente. 


b) Fica para o leitor. (Sugestão: Utilizar o Exemplo 3 da Seção 3.3.) c) Fica 


: ui: . ik l 
para o leitor verificar que i lim k i Tie da |- | quando ay = i 


=5 + ak clink 
| to © l 
a; = ———se observar que é divergente e —— é 
: k(In k)? d = k In k 5 E, k (In k)? 


convergente. 


Exercícios 3.5 


+20 n 


Za. n 
1. Mostre que a série X — 
R=Í nie 


é divergente. 


n 


=: =: 3-53-...42n2.— 1) 
2. A série F, 


e > é convergente ou divergente? Justifique. 
n=l E E se." AB 


3. Seja a um real dado, com O < qa < 1. Mostre que a série 
5 (pr + ala — IXa — 2) ...(æa— n + 1) 


n=1 n! 


é convergente. (Cuidado! Esta série não é alternada.) 


4. Seja a um real dado, com O < q < 1. Utilizando 3, conclua que 


! aa DMa 2D -w n+ 1) 
lm ——— E O) 
n = + n! 


5. Seja a um real dado, com O < a < 1. Prove que 


e ala— ila -— 2)... (&a— n+ 1) 


ke n! 


10. 


é uma série alternada convergente. 


Seja a um real dado, com a não natural. Prove que a série 
a |ala — IXa -— 2)... (Œ — n + 1) 
p jeen 


n=1 ni 


é convergente para a > 0 e divergente para a < 0. 


Seja a,, k > 0, uma sequência de termos estritamente positivos tal que 


N 
lim k £ = dera = L comL> 0. 


k > += ak 


a) Prove que existe um natural m tal que X ay é convergente. 
k =0 


lim ap =0. 


— +00 


b) Conclua que , 


Seja a,, k > 0, uma sequência de termos estritamente positivos tal que 
lim ap í = 


ak +1 


k => += 


| = L, com L < 0. Prove que lim ap #0. 


k — +> 


ak 


de —Ia—-D...(la— k+ 1) 


Considere a sequência a,, k > 1, dada por a, = i 


onde a é um real dado, com a não natural. Mostre que 


aja>-1> lim a&a =0. 
k > +> 

ba<-1> lim ação. 
k > + 


(Sugestão: Utilize Exercícios 7 e 8.) 


E» = 4 S à x 
Estude a série alternada È (-1Y = — com relação a 


na=1 PA. RR n 
convergência e divergência, onde a > O é um real dado. (Sugestão: Para 


| ae Prs | ne RA 5 
ns, utilize Exercícios 7 e 8, e para a = = utilize Exercício 21 da Seção 
pa E T O À a 
11. 2.1.) Estude a série LD — com relação a 

n=1 2-4-6-...-2n nã 


convergência e divergência, onde a > 0 é um real dado. 


3.6. CRITÉRIO DE DE MORGAN 


Critério de De Morgan. Seja a série £ ay, coma, > 0, para k > q, 
k=0 
onde q é um natural fixo. Suponhamos que 


lt 
lim (In oj Tea 


k > +o ak 


com L finito ou infinito. Então, 


-+00 
a)L>louL= +%= E agé convergente. 
k=0 


-+00 
bD)L<louL=-0=> 5 ay é divergente. 
k=0 


c) L = 1 o critério nada revela. 


Demonstração 


Veja final da seção. 


+o 
EXEMPLO. Estude a série X a, com relação a convergência e divergência, 
n=1 


3-5-7-...-(2n+41) 1 

onde a, = 2D tinto À o yum real dado. 
2-4-6-...-2n nº 
Solução 
+i 0 2n+3 ne 
An An+1) (a+1F` 

: an+ _ srs a 

Como lim =1, segue que o critério da razão nada revela sobre a 


n — += dn 
convergência ou divergência da série. Vamos então aplicar o critério de Raabe. 


| 2+3m 
Temos an+1\_  XAl+me+! -i 
ni 1 — —— | = —————, onde m = —. 
An m n 
Daí 
2+3m 
An +1 21 + m+! 0 
lim n1- = lim ——=— =|—]. 
n —> +% an eS o+ m 0 
Pela regra de L’Hospital 
| 2+3m 
21 + met] : —6 (1+ mEt! +2(2 +3 m) (a+ D+ m)” 
a. = lim — a 
m > 07 m m 507 qr 
e, portanto, 
An+1 Za — 1 
lim nll- 
n => +e i an 2 


Pelo critério de Raabe, a série é convergente para «œ > — e divergente para a < = 


to | to 


Para a =, o critério de Raabe nada revela. Vamos aplicar o critério de De 


-— 


E 3 ; 
Morgan para tentar decidir quando a = —. Como anteriormente, vamos fazer 


l 
m =—. Temos 
a ELA EEP PPA 1+ m+! — (2+3 m)— 2m (1+ m+! 
EE see — = (— t A 
2mA+mp+! 
O 2.º membro pode ser colocado na seguinte forma: 


r 
(In n) E — 


An 


| 2d+metl-(2+3m)—2m (+ met! 
ST E sa." 
2(1 + m)“ mé 
Temos 
li l 0e lim l N 
m ë mim m= u E A 
m = 0t m=50+ 2d + mt] 2 
: 3 : 
(Confira!) Por outro lado, lembrando que «œ = — e aplicando duas vezes a regra 
de LºHospital, resulta 
X1 + m+! — (2 +3 m) — 2m (1 + m) +! ) | 
lim Ss =qº-a-l=—. 
m= 07 me 4 
Assim, 


a 
lim (ln n) h(i cid: | — | =0. 
n>5> += An 


PET ias A e 3 m P 
Pelo critério de De Morgan, a série é divergente para a = —. Conclusão: a série é 


-— 


3 ; 3 
convergente para a > — e divergente para a = —, 


da pa 


Demonstração do critério de De Morgan 


Primeiro observamos que 


lj Q 
lim (In bJk(1- 1) 1) lim (k In vli- 4#] 
k > +2 ak k> +% k-i a 


desde que um dos dois limites exista. (Confira.) Agora a e b seguem dos 
Exemplos 5 e 6 da Seção 3.3. Com relação a c, veja Exercício 4. 


Exercícios 3.6 


1. Estude a série dada com relação a convergência e divergência. 


T STD. Gat d 
a) 5 2 > () 
ser 12:46 coca nº 
m 42+ BIS TtT B)-...- (21 +B) 1 
re e Da aja 
no 2:4-6-...:2n nº 
= cadaF Dtladara-DBB TD... BB Fa-D 
>>> 
raet AYT D. -irta DOSTDO-... Cta 


a, B, y, e ô são números reais quaisquer não pertencentes ao conjunto dos 
números inteiros estritamente negativos. 


+o 


2. (Um critério para divergência.) Considere a série X a, coma, > O para 


n=1 


a 
e considere g(m) = f (=) 
um 


Gn +1 


n > q, onde q é um natural fixo. Seja f(n) = 

An 
é l— g(m)— m 
Suponha que lim —5 — =L. 
m > 07 mr 


Prove que, se L for finito, a série será divergente. 


+30 


3. (Critério de Gauss.) Seja © a, uma série de termos estritamente 
n=0 
ia an+1 mk + bnk! + byn? +... + by 
positivos e suponha que -- 


än ES cynt l4 cont É te tCh 


onde k é um natural fixo, k > 1,eb,b,...,b,c 


*2 k 1? 


Prove a)c}—b;>1 = E aé convergente. 
n=0 


bc-b<l = E a, é divergente. 
n=0 


: l l 
4. Sejam an = ———— e b= 


n ln n In (Inn) n In n [In (in n)? 


Prove 


n=3 n => + 


+o a 
a) XD a, édivergentee lim (ln n) | [ = 


«.., C, SãO reais fixos. 


H p x bn +1 
b) $ bp éconvergentee lim (Inn)|n/1- -=L 


n=3 R> +05 


4 


SERIES ABSOLUTAMENTE 
CONVERGENTES. CRITÉRIO DA 
RAZÃO PARA SÉRIES DE TERMOS 
QUAISQUER 


4.1. SÉRIE ABSOLUTAMENTE CONVERGENTE E 
SÉRIE CONDICIONALMENTE CONVERGENTE 


-+ 00 -+- 00 
Dizemos que a série © a é absolutamente convergente se 3 |a| for 
k ) k=0 


convergente. 


s] 


+00 oen É 

EXEMPLO 1. Verifique que a série sv 2 É é absolutamente convergente. 
k=l 

Solução 


Para todo k > 1, 


“+00 1 
Como Ra — é convergente, resulta, pelo critério de comparação, que 


-1 k? 
e 
k2 


é convergente. Deste modo, a série dada é absolutamente convergente. 


E 
E, 


EXEMPLO 2. A série z (DI - é absolutamente convergente? Justifique. 
k=1 


Solução 


Como z = é divergente, resulta que a série dada não é absolutamente 
k=1 E 


convergente. 


Uma série que é convergente, mas não absolutamente convergente, 
denomina-se condicionalmente convergente. 


+o 
EXEMPLO 3. A série 3 (—1)*+| e é condicionalmente convergente. 
k=1 


Vamos provar a seguir que toda série absolutamente convergente é 


convergente. 


+ 00 


S 
Teorema. Se E ley for convergente, então SJ ar será, também, 
k=0 


convergente. 


Oooo OS 


Demonstração 


Para todo natural k, 


= jag|+ak = 2ļag| (Verifique.) 


+ 00 


Como 5 la,| é convergente, por hipótese, segue do critério de comparação que 
k=0 


Fo ihe 
Z lata) 


é também convergente. Como, para todo natural k, 
a, = (la À + ay) — la 1 
resulta 


T 00 -+0 


t : T 
È at= D (ara) È |ar|. 
k=0 k= — k=0 


0 


+o 
Logo, 3 a, é convergente. 
k=0 


(Observe que, para todo natural n, 
n n n 
È a = D (jalra)- > la 
k=0 k=0 k=0 
e, portanto, 


n n n 
lim Ð ag= lim X (laķ|+aķ)— lim £ agl.) n 
n5+e k=0 n+% k=() n=>+% k=0 


+ OC 


a ; : oe aa E 
CUIDADO. Não vale a recíproca do teorema acima. A série 5 dd é 
k=1 É 

convergente, mas não é absolutamente convergente. 


24 RE qd 
EXEMPLO 4. A série 3 o 
k=1 Kº 


é convergente ou divergente? Justifique. 


Solução 


Para todo natural k > 1, 


+o 
Lo, a Ai E 
Como 3 7 é convergente (série harmônica de ordem 2) resulta do critério de 


k=1Kº . 
z to Isenk 
comparação que É PE: 


+o 

; senk , A Fo 

é convergente. Segue que 3 o é convergente, pois trata-se de uma série que 
k=1 k 


é absolutamente convergente. 


E 
no E RE z 
EXEMPLO 5. A série È E é convergente ou divergente? E 
k=3 nk 
condicionalmente convergente? 
Solução 
+00 1 
E CDk— 
k=3 Ink 


F : = dd ah | 
e convergente, pois trata-se de uma série alternada em que a sequencia ap = ey 
nk 


z É l E psd = 

é decrescente e lim — =0. Já vimos que a série $ — é divergente; logo, 
k5+o Ink k=3 Ink 

das És e à , 

> PIE é uma série condicionalmente convergente. (Só para treinar, 

k=3 nk 


-+ 00 


a É zag a. a 
vamos mostrar que a série 5 EE é divergente, utilizando o critério de Raabe. 
(=3 INK 


It l > 
Temos: lim [1-2 = lim k TR... 
k5+ ak k + In (k+1) 


Como 
k 
+ 
Ink M(E) In(1+7) 
O Na e 
In(k+1) In(k+1) In(k+1) 
resulta 
lim fi-StL)no 
k>+0 ak 
né de 
pois, lim Inf l +5) =lhne=le lim In(k+1)= +æ. Segue do critério de Raabe 
(+00 E (Ss +00 


a divergência da série.) E 


4.2. CRITÉRIO DA RAZÃO PARA SÉRIES DE TERMOS 
QUAISQUER 


-+ 00 


Critério da razão. Seja a série © a; com a,+0 para todo natural k. 
k=0 : 


! ak +1 ; rs Ro peas ; 
Suponhamos que lim |É exista, finito ou infinito. Seja 
k=>+%| ak 
ar + 
L= lim [Sil 
k—=>+%| ak 


Nestas condições, tem-se: 


+ 00 
a)seL<1,asérie 5 ap será convergente. 
k=0 
-+ 00 
b)seL>1ouL=+=,aséric È ap será divergente. 
k=0 


c) se L = 1, o critério nada revela. 


Demonstração 


+o +o 

a) Se L > 1, a série 5 Jas| será convergente; logo JS a será, também, 
=0 o k=0 

convergente. (Observe que X |a| é uma série de termos positivos; logo o 

k=0 
critério da razão visto no capítulo anterior se aplica.) b) Se L > 1 ou L = +œ, 
E ed jar + 
existirá um natural p tal que k = p=- > 1 (verifique). 


ja| 


Daí, para todo natural k > p, 
la, |> a) 


Como 4p £0. t lim [ax] não poderá ser zero e o mesmo acontecerá, então, com 


lim ap. 
k5+ œ% 
+00 
Pelo critério do termo geral, a série 3 ay será divergente. 
k=0 


+00 
EXEMPLO 1. Determine x para que a série X nx” seja convergente. 
n=1 


Solução 


Para x = 0 a soma da série é zero; logo, convergente. Suponhamos então x Z 
(ath 


nx” 


é n+1 
=|xl lim =|xl. 


n5+e Nn 


O e apliquemos o critério da razão: lim 


n> + 


Segue, do critério da razão, que a série é convergente para |x | < 1 e divergente 
para |x|>1. 

Para | x | = 1, a série é divergente. De fato, se x = 1 a série será divergente, 
pois lim n=+00; 


ns +00 
se x = — 1, a série será, também, divergente, pois, 


lim (1) n 
n— + 


não existe. 
Conclusão. A série é convergente para | x| < 1. 


TO N 


EXEMPLO 2. Determine x para que a série 3 = seja convergente. 
n=| 0 


Solução 


Para x = O a série é convergente. Para x é 0, vamos aplicar o critério da 


x”+l n 


=I|xl. 


=|xl lim 
n5+0 n+1 


razão: lim 
n+1 x” 


n5+% 


Segue, do critério da razão, que a série é convergente para | x | < 1 e divergente 
para |x|>1. 


+ 00 
zi aa l s ; 
Para x = 1, temos a série harmônica $ — que já sabemos ser divergente. 
n=1 n 


+o 
Pa l 

Para x = —1, temos a série alternada convergente 3 (~1)" —. 
n=1 n 


Conclusão. A série é convergente para -1 <x < 1. 


Ta Mi 


~ X ge z ~ 
Observação. Para cada x e[-1,1[, E! — é um número. Podemos, então, 
n=1 0 
+ 000 “MM 


considerar a função f: [-1, 1 [> R dada por f(x)= E 2 
n=] 0 


Veremos mais adiante que f(x)= -ln (1 - x), -1 < x < 1. Tente chegar a este 
resultado, procedendo como no Exemplo 7 da Seção 2.1. 


Exercícios 4.2 


1. Determine x para que a série seja convergente. (Convencionaremos aqui 


0 Ta +o f 
a e b) 
n= n=1 n! 
to g" pE a 
c) : d 5 — 
=? nn =| nº 
queO =1) ” gi 
+a ao td 
e) z enx f) nix 
n=l j n=l n" 
te 1.3.5....-(2n—-1) » te 1.3.5.....(2n—1) xt 
) E xr" MME NJ 
n=1 2:4-6-...:2n n=1 2:4-6-...:2n 2n+1 
2. Determine o domínio da função f dada por 


-p 0 
a) f(x)= F n! x”. (O domínio de fé o conjunto dos x para os quais a série é convergente.) 
n=1 


+ 00 : n +æ 1 
b) fœw)= E — co) f= [sen Je? 


3 
n=1 nº n= no, 


+ oo 
d Tw- Arr 
n=1 


4.3. 


Determine o domínio e esboce o gráfico. 


+o +o 
a) f(x) = È = b) fg) =D nx" 
n=1 n=1 


Mostre que as séries abaixo são convergentes para todo x. 


+o n +o In+1 
a X — b 5 C-D! ————— 
n=0 n! n=0 (2n+1)! 
+ 00 x2n 
co) X CD- 


n=1 (2n)! 


Utilizando a fórmula de Taylor com resto de Lagrange (veja Vol. 1), 


+œ n 
n x 
a) e*= TT 
n=0 n! 
+00 x +i 
mostre que, para todo x, tem-se b) senx= 5 (1 
n=0 (2n+1)! 
+00 2n 
c) cosx= 5 (1 
n=0 (2n)! 
+o 
(Critério da raiz para série de termos quaisquer.) Considere a série 5 ag. 
k=0 


: ki 
lim Lap | 
Suponha que pa NN 


exista, finito ou infinito. Seja L = i lim lap l. Prove. 
=> + 


+ qo 
a)SeL < l,asérie S ap será convergente. 
k=0 


b) Se L> 1 ou L = +, a série será divergente. 


REORDENAÇÃO DE UMA SÉRIE 


«+ 90 

Seja a série X ay e seja q: N — N uma função bijetora, o que significa que q 
k=0 ns 

é injetora e Im œ= N.A série by, onde b, = a 
k=0 


ea denomina-se uma 


+o 
reordenação da série 3 az. 
k=0 


+o +o 


+o 
Observe que sendo 5X br. uma reordenação de 53 ap.então 3 bp tem os 
k=0 k=0 k=0 


-+ 00 
mesmos termos que X ar, só que numa outra ordem. Por exemplo, a série 
k=0 


+o 

Z n zis EE TE 

é uma reordenação da série 3 (—1)%+!—. 
k=l : 


+00 + 00 +o 
Teorema. Seja X bą uma reordenação da série È ag. Se X ay for 
k=0 k=0 k=0 
+o 
absolutamente convergente, então X bę será, também, absolutamente 


k=0 


+00 + 00 
convergentee È ap= XD bk. 
k=0 k=0 


Demonstração 


Para todo n > 0, 


n +o 
E lbbl= È lal (por quê?). 
k=0 k=0 
+ 90 +00 
Segue que a série J Ibkl é convergente, o que significa que ST b é 
k=0 k=0 
absolutamente convergente, logo, convergente. Provemos, agora, que 


+o +o 
> bi= 5 ap. 
k=0 k=0 


+æ +o 
Seja s= D ak. Daí e pelo fato de © a, ser absolutamente convergente, segue 
;=0 
$ E : ng -+20 
= SME: 
que dado e > 0, existe um natural n, tal que 5 a-j<—e E lal<-. 
k=0 -= k=n £ 


0 


-+ 00 


+00 
Pelo fato de SJ la, Iser convergente, resulta lim JS la-l=0e, portanto, para 
k 8 p p 


k=0 p n5+% k=n 


E 
todo e > 0, existe n, tal que n =n => X lag! < z3 
k=n - 


Seja, agora, m, um natural tal que 


to(o), p(1), (2), ..., ọ(m,)} O {0, 1, 2, ..., n,). 
Segue que, para todo m 2 m, 


m "o +æ 
2 bh- Las Ela aa (Pense! 
k=0 k=0 k=ny 


(Lembre-se de que b, = a £ bo = auo DP, = Ap Da = a etc.) Então, para todo 


(k) ` (0 1 gp 2 (2) 
m m "o "o 
m2m,|L bk-s|<| XL bk- S ak|+| È ak—s|< e€ 
k=0 k=0 k=0 k=0 
ou seja, 
+o 
py by = $. E 
k=0 


Dizemos que uma série convergente, com soma s, satisfaz a “propriedade 
comutativa” se toda reordenação dela for convergente, com soma s. O teorema 
anterior nos diz que toda série absolutamente convergente satisfaz a 
propriedade comutativa. Existem séries convergentes que não satisfazem a 
propriedade comutativa! 


Exercícios 4.3 


Si a -> Pinel 
£ (9H T Já sabemos que esta série é convergente e 
k=l : 

tem por soma In 2. 


1. Considere a série 


a) Mostre que existe uma reordenação desta série com soma 10. (Observe 
1,1 
uel+-+—+..=+0.) 
E 35 
b) Mostre que existe uma reordenação desta série com soma s, onde s é 
um real qualquer. 


c) Mostre que existe uma reordenação com soma +00 e outra com soma - 
00, 


(Sugestão: Se você pensou, pensou e não conseguiu resolver o item a, 
olhe, então, a resposta. Mas, antes de olhar a resposta pense mais um 
2. pouco. Boa sorte!) Verifique que 


3 l l l l l l | l 
~ In2=1+—-—+— +—-—+— +- 
2 J gs o: 


Somando membro a membro...) 


3. (Teorema de Riemann.) Prove que se Za, for condicionalmente 
k=0 
convergente e se s for um real qualquer, então existirá uma reordenação 


desta série com soma s. 


5 


CRITÉRIOS DE CAUCHY E DE 
DIRICHLET 


5.1. SEQUÊNCIAS DE CAUCHY 


Dizemos que a, n > 0, é uma sequência de Cauchy se, para todo e > 0, 
existir um natural n, tal que 


(1) n=n,m=n, 


=>» la -al<e. 
= 0 n m 


) 


Grosso modo, dizer que a, é uma sequência de Cauchy significa que o 
módulo da diferença entre dois termos quaisquer a ea vai se tornando cada vez 
menor à medida que m e n crescem. 


O principal objetivo desta seção é provar que toda sequência de Cauchy é 
convergente. 


Segue da definição anterior que se a for uma sequência de Cauchy, para 
todo k # 0, k natural, existe um natural n, tal que 


| 
n = np m> n, => la, — ag) < F 


Tomando-se m =n,, vem 


s Ee 
nen >tla a T 
n k > 


ou ainda 


l 
<a <a 2, 
a ng + k 


a 
k 


(2) nn, > Gn, — 


Vemos, assim, que se a for uma sequência de Cauchy, então os seus termos, 
à medida que n cresce, vão se acumulando em intervalos de amplitude cada vez 
menor. 


| 
ank "E ank E 


Legi 
p h x! 


n=n;>Dane Jan, E 


Segue de (2) que toda sequência de Cauchy é limitada. (Justifique.) 


Para provar que toda sequência de Cauchy é convergente, vamos precisar do 
seguinte exemplo. 


EXEMPLO. Seja a , n > 0, uma sequência limitada. Considere as sequências 


l = inf {alj =n} 


L, = sup ta, lj=n). 


Prove que as sequências | e L, n > 0, são convergentes. 


Solução 


Como a sequência a é limitada, | e L existem para todo natural n. Veja: 


1 = inf {a> 4, a, o) 
l= ni TO dA a) 
[Ani ds dO BIC; 
L = sup (as 4, 0 a) 
L SUDÃO a, A., Ap ---} 


L, = sup {a,, a}, a, -..} etc. 


Observe que | é crescente e L decrescente. Observe, ainda, que, para todo 
natural n, | < L, Segue que, para todo natural n, 


Portanto, tais sequências são convergentes. 


Teorema 1. Toda sequência de Cauchy é convergente. 


Demonstração 


Seja a „ n > 0, uma sequência de Cauchy. Sendo de Cauchy é limitada. Podemos, 
então, considerar as sequências do exemplo anterior: 


L =suptaljzniel =inttaljz>ns. 


Já sabemos que tais sequências são convergentes. Como a é de Cauchy, para 
todo natural k # 0, existe um natural n, tal que 


k k 


nzn >a -E ca <a pE 
k n k n n k 


| ts 


Assim, a, — — é uma cota inferior do conjunto 
k 


= 


ta |n 2 n} 


k 


l 
ea + — uma cota superior. Logo, 
no k 


Segue que, para todo n >n,, 


Daí e pelo fato de | < L, vem 


(3) n>n,>0<L, —l=< 


{ 
a|n 


e, portanto, 


lim - = n. 
n= + IL, L] E 0; 
logo 
lim L= lim la 
n— +% n— +% 


a 
(Observe que para todo e > O dado existe um natural k Z O tal que = e; tendo em 


vista (3), para todo e > 0 dado, existem naturais k # O e n, tais que 
2 
nen SLA gE 
n n k 
Logo, 
lim = E 
n= +=. iL, l] = 0.) 
Como, para todo natural n, 
l <a <L 
n n n 
resulta, pelo teorema do confronto, que a é convergente e 


lim a = lim 
n5+ n ns +00 "nº 


Teorema 2. Toda sequência convergente é de Cauchy. 


Demonstração 


Sendo a „ n > 0, convergente, dado e > O existe um natural n, tal que 


€ 
han l]a -d<5 


-— 


onde a = é A a. Temos, também, 


€ 
men >la,-aj<. 
Temos 
a-al=|a -a+a-al<|a -aļ|+ |a — al. 
m n m n m n 
Segue que 
n>nem>n>|a al<e. 
E 


Dos teoremas 1 e 2 resulta a seguinte condição equivalente para 
convergência. 


Teorema. Uma sequência é convergente se, e somente se, for uma 


sequência de Cauchy. 


Para finalizar a seção, enunciaremos a seguir duas condições equivalentes e 
muito úteis para a, ser uma sequência de Cauchy. 


A sequência a, n > 0, é uma sequência de Cauchy se, e somente se, para 
todo e > O dado, existir um natural n, tal que, quaisquer que sejam os naturais n e 
P, 


nzn? ļa,,,7a,]< e€. 


+p 


Ou ainda a é uma sequência de Cauchy se, para todo e > O dado, existir um 
natural n, tal que, quaisquer que sejam os naturais m e n, 


m>n2n>[l|a -al<e. 


Exercícios 5.1 


1. Dizemos que uma função T: R > R é uma contração se existir um real À, 
com 0 < à < 1, tal que, quaisquer que sejam os reais x e y, 


TOO — TO) s Alx— 3 |. 


Seja, então, T: R > R uma contração e considere um real a, Seja a 
sequência a „ n > 0, dada por 


a =T naL 


Prove 
a)la— ajl SÀ la — agl 
> 
b) laz} — al S à“ lay — agl 
- = Pa n — 
ola, l a,l SÀ laj ag! 
mT E À n es 
d)lan+27 a,l E[l +A Jla — agl 
E ps T a daa eT a r n aaia 
e)lan+p a, = [À À = FA Ta; —agl 
an 
2“ Á 
f) |in+p— an| €- Ja; = ao|. para todo natural p e todo natural n. 
= i 


2. Sejaa,n>0, a sequência do exercício anterior. Prove que tal sequência é 
de Cauchy e, portanto, existe um número real a tal que lim a =a. 
=> +70 n 


3. Seja T: R > R uma contração. Prove que T é contínua. 


4. Seja a,,n > 0, a sequência do Exercício 1. Tendo em vista os Exercícios 2 


e 3, prove que a = T(a). 


5. Seja T: R > R uma função. Dizemos que a é um ponto fixo para T se a = 
T(a). Prove que se T for uma contração, então T admitirá um e somente 
um ponto fixo. 


6. Mostre que T: R > R dada por T(x) = arc tg Z é uma contração e 


determine o único ponto fixo de T. 
(Sugestão: Lembre-se do TVM.) 


7. T:R > R dada por T(x) = x? + 3x admite ponto fixo? T é contração? 
Justifique. 


5.2. CRITÉRIO DE CAUCHY PARA CONVERGÊNCIA 
DE SÉRIE 


+00 n 
A série Zap é convergente se, e somente se, a sequência Sn = È ap.n=0, 
k=0 k=0 
for convergente, como já sabemos. 


n 


Pelo teorema da seção anterior, a sequência Sn = È ap.n=0 é convergente 
k=0 


se, e somente se, para todo e > O dado, existir um natural n, tal que, quaisquer 


que sejam os naturais n e p, 


nèn, > js =S|<E. 
0 p n 


n + 


Como 


Ea a PR o 


n+p n+1 n+2 n+p 


resulta o seguinte critério para convergência de uma série. 


+00 
Critério de Cauchy (para série numérica). A série Zap é convergente 
k=0 


se, e somente se, para todo e > O dado, existir um natural n, tal que, 
quaisquer que sejam os naturais ne p, com p > 1, 


n>n >ja „+a 
0 n 


+1 n+2 


+00 
O critério acima pode ser reescrito na seguinte forma: a série Da é 
k=0 


convergente se, e somente se, para todo e > O dado, existir um natural n, tal que, 


quaisquer que sejam os naturais m e n, 


m>nzm>|L a— È} a=lanm tan +--+ am| <E. 
k=0 k=0 


Exercícios 5.2 


+00 
1. Utilizando o critério de Cauchy, prove que se Xag for convergente, então 
k=0 


lim = 
= 0. 


nN—> tO 


+00 
2. Utilizando o critério de Cauchy, prove que se Zap for absolutamente 
+00 na, 
convergente, então Xag será convergente. 
k=0 


5.3. CRITÉRIO DE DIRICHLET 


Enunciamos a seguir o critério de Dirichlet e a demonstração é deixada para 
o final da seção. 


Critério de Dirichlet. Seja a série 


+00 
3 bpa; 
k=0 


Suponhamos que a sequência a, seja decrescente e tal que , lim o, 


+ 


Suponhamos, ainda, que exista B > 0 tal que, para todo natural n, 


n 
T b; < B. 
k=0 


+00 
Nestas condições, a série £ b,a, é convergente. 
k=0 


O próximo exemplo mostra que o critério de convergência para série 
alternada, visto anteriormente, é um caso particular do critério de Dirichlet. 


lim 


EXEMPLO 1. Considere a série alternada 3 (—1)* ay (ar >) e suponha que a 
k=0 

“a, = 0. Utilizando o critério de Dirichlet, 

no +00 k 


sequência a, é decrescente, com 
prove que a série é convergente. 


Solução 
Seja b, = (- 1)“. Para todo natural n, 


n 
z bej=1. 
k=0 

a, = 0, segue do critério de 


lim 
n5>+0% 


Como, por hipótese, a, é decrescente e 
Dirichlet a convergência da série dada. 
E 


+æ 


EXEMPLO 2. Prove que a série 3 T é convergente. 
k=1 K 


Solução 
a 
cos——cos|n+— Ja 
2 2 
sena + sen 2a +... + senna = - E 
í 
2sen — 
2 


(Veja Exemplo 3.) Em particular, 
l 


sen 1+ sen 2 +... + sen k| = T: 
sen — 
a) 


e b, = sen k satisfazem, então, as condições do critério de 


pre |= 


As sequências a, = 
é convergente. 


Dirichlet. Logo, a série 3 
k=1 


te senk 
k 


EXEMPLO 3. Suponha x  2kr, k inteiro. Seja i o número complexo tal que = 
-1. 


a) Verifique que 


enix | 


eX + e? + ix +o+tenX = b 
| — eu 


b) Conclua que 


x I 
COS— — cos(n T = 
2 2, 


senx+sen2x+...+sennx = 


x 
2sen — 
2 
e 
nx (n+ lx 
sen 5 = 
cos x + cos 2x +... + cos nx = ——<——. 
sen — 
2 
Solução 
od ai o no . 
a) e™ + e“ + e™ +... + e™ é a soma dos n primeiros termos de uma progressão 


geométrica de 1.º termo e” e razão e”. Assim 


nix nix 
E e MÊ r ne ez 
ex reli + Six +... +e" =ex O 2s S 
e*¥ —1 | —e™ 


b) Pela relação de Euler (veja Apêndice 1 do Vol. 2), 


e™™ = cos nx + i sen nx 


e“=cosx-isenx. 
Segue que 


erx —1  cosnx+isennx—l 


Ec e (l — cosx)+isenx i 


Multiplicando o numerador e o denominador da última fração pelo conjugado do 
denominador e fazendo algumas simplificações, obtemos 


nx (n+1)x X | 
nix sen — cos ——— cos — — cos (n + —)x 
gmr — i 2 2 À 2 2 
cm e E d 
= sen — 2sen — 
2 2 
Para completar a demonstração, basta observar que 
n " n n 
X e = J, coskx+i Ð senkx. e 


k=1 k=1 k=1 


EXEMPLO 4. (Lema de Abel.) Seja a, uma sequência decrescente, com a, > 0 


n 


> bk 


k=0 


para todo k. Suponha que exista B > O tal que, para todo natural n, = B. 


Nestas condições, prove que, para todo natural n, 


n 
X by ak 
k=0 


= Bay a 


Solução 
n 
Seja B,= XL b,. Temos 
k=0 
B=beb=B-B. 


Então, 


I Ms: 


n n n 
bras = Boao + D (B; — Be-p)ap = D Bray — $, Biag = 
k=1 k=0 = 
n n—i 
=> Bkak— X Bkak+ı. 
k=0 k=0 


Temos, então, a identidade de Abel 


n n—1 
È bag =Bran+ È Br(ar — ap). 
k=0 k=0 


Como, por hipótese, B| = = B, resulta 


n 
2 by 
k=0 


n—l 


= Ban + B 2 (ar — ak +1) = Bap. 


n 


> bar 
=0 


k 
Portanto, para todo natural n, 


n 


È brar|= Bag. 
k=0 


Demonstração do Critério de Dirichlet 


Quaisquer que sejam os naturais n e p, com n > p, 


e daí 


e, portanto, 


n 
> by < 2B. 
k=p 
Pelo lema de Abel (exemplo anterior) 
n 
È} brar|= 2Bap. 
k=p 


Como lim q =0, dado e > O existe n, tal que 
n5+0 p 0 


n 
2. bg ak 
k=p 


LE. 


p Z n > 


Portanto, dado e > O existe um natural n, tal que, quaisquer que sejam os 


naturais ne p, 
=|bpap +bp+1 ap+1 +... + anbn| <€ 


n 
È bag 
k=p 


n> Pp = no > 


+00 
Pelo critério de Cauchy, a série £ agb é convergente. 
=0 


Exercícios 5.3 
Lo E as X 
Prove que as séries abaixo são convergentes para todo x, com sen 5*0. 


1 
+00 . = +o gs 
a) 5 sen kx bs cos kx 
k=1 k=1 k 
2 Th laki- 
* Proveque 5 é divergente. 
k=1 k 
> sen? k e observe que sen” 


(Sugestão: Verifique que | sen k | 


k= 


l 1 
— — — cos 2k.) 
E E 


É convergente ou divergente? Justifique. 


+o 
a) X, 2*senk 
k=1 


to cosk 


b) 
k=3 Ink 


+æ 

br r 
o) E 75» onde by é a sequência 1, 1, 1,1, =1,=1,=1,=1,1,1,1,1,.. 
k=1 KT 


+æ 
E | ea 
Vk  qk+1 )yk 


Considerando as hipóteses do critério de Dirichlet e olhando para a 
identidade de Abel, prove 


a) lim Boa, =—0. 
n= +00 


-+ 00 


b) A série telescópica XD (ap — ak+|) é convergente. 
=() 


c) |Bk (ak— apr) = Blap— apr). 


+o 

d) A série 3 Bg (ag — aķg+1) é convergente. 
+o0 +o 

e) X apbk= 5 Bklaęą—aką+1). 
k=0 k=0 


Olhando para a identidade de Abel, prove o seguinte critério devido a 
Abel. 


Critério de Abel. Suponha que a sequência a,, k > O, seja crescente (ou 
+00 
decrescente) e limitada e que a série X bę seja convergente. Nestas 
k=0 
+0 


condições, a série X ab, é convergente. 
k=0 


6 


SEQUÉNCIAS DE FUNÇÕES 


6.1. SEQUÊNCIA DE FUNÇÕES. CONVERGÊNCIA 


Uma sequência de funções é uma sequência n > f, onde cada f é uma 
função. Só consideraremos sequências de funções de uma variável real a valores 
reais. 

Seja f, uma sequência de funções definidas em A. Para cada x E€ A, podemos 
considerar a sequência numérica de termo geral f (x). Seja B o conjunto de todos 
os x, x € À, para os quais a sequência numérica f (x) converge. Podemos, então, 
considerar a função f: B > R dada por 


fo) = Mim f(x) 
Diremos, então, que f converge a fem B. 


EXEMPLO 1. Para cada natural n > 1, seja f (x) = x”. Mostre que a sequência de 
funções f converge, em | — 1, 1], à função f dada por 


en 1 8BI=1 
À w=fo se-l<x =] É 


Solução 
Precisamos mostrar que, para todo x € ] - 1, 1], 
li = 
rare] C) = TOO. 


Parax=1, 


lim fa(D= lim 1”=1. 
= +o n5 + 


n 


Para-1<x<1, 


lim fi)= lim X=0. 


n= +o n—> +0 


Para | x |> 1 ex =- 1, a sequência numérica f (x), n > 1, é divergente: 


lim = 
n= +o fr (x) =+osex> 1. 


lim f(x) não existe se x < — 1. (Verifique.) 


n= +o 


Segue que, para todo x € ] - 1, 1], 
li = 
noso hn C9 = fC) 
onde 
w Jisex=i 
ro=to se-I<x<l. 
Observe que as f, são contínuas em x, = 1, mas a f não. Seja f : B > R dada por 


fo) = aa) 


e seja x, E B. Mais adiante estabeleceremos uma condição suficiente para que a 
continuidade das f em x, implique a continuidade de f em x,. 


EXEMPLO 2. Determine o domínio da função f dada por 


a f = 
f(Q)= lim nsen—. 
n —> + n 


Solução 


p 7 . ; Pa x 
O domínio de f é o conjunto de todos x para os quais a sequência n sen prz 


1, converge. Temos, para todo x # 0, 


, x f 
lim nsen—= lim 


n — + n n — to 


Sex=0, 


0 : 
lim nsen —=0= f (0). 
n= +o n 


Segue que, para todo x real, 


f(x)= lim 


X 
N EDR — =F: 
n 
Logo, o domínio de f é R e, para todo x, f (x) = x. 


n= + 


Do que vimos acima, resulta que a sequência de funções f, n > 1, onde f é 


x x A 
dada por f (x) = n sen = converge a fem R. Observe que, à medida que n cresce 
os gráficos das f vão “encostando” cada vez mais no gráfico de f. 


EXEMPLO 3. Para cada natural n, n > 1, seja f, dada por 


2 2" 
2nºx se 0s xs — 

2n 

, = 1 

fa (x)= —2nfx+2n se — <xs — 

2n n 

l 
0 =z 


a) Esboce o gráfico de f . 
b) Mostre que, para todo x € [0, 1], lim f.0)=0. 


n= +o 


| 
c) Calcule lim f fa œ) dx. 


n5 + 


l 
d) Calcule A lim fa cod 
n5 + 


e) Compare c e d. 
Solução 


a) 


b) Para cada x € [0, 1], tim f (x) = O (por quê?). Segue que a sequência f , n > 


n5+% 
1, converge, em [0, 1], à função f dada por f(x) = 0,0 <x<1. 


c) Para cada n > 1, 
| 1 
|, Ín (x) dx ES (Verifique.) 


l l 
lim f fa (x) dx = 7 


n= + 


l 1 
d) | [ lim fa Code = | f(x)dx =0 
0 n> +o 0 


| l | 
e) lim |, fa (x) dx + A lim ra] dx. Os símbolos“ lim “e iE "não 


n>5+ = n>5>+ = n>5>+ 0 


podem ser permutados. 


Observação. Uma das nossas tarefas a seguir será a de determinar condições 


b 
para que os símbolos “ lim “e aj ” possam ser permutados. 
n>5+% a 


Exercícios 6.1 =a 


1. Determine o domínio da função f dada por 


fO)= lim f(x). 


n> += 
Esboce os gráficos de f, e f. 
+ nx 
a) fa(x) = em b) fn0)=——s 
| + nx“ 
E 2 é By 
c) fn(x) = nxe "™ d) falx)= ( Ez =) 
n 
| 2 
) fn(x) f) fn(x) Pod 
e x) = — y- x) = , | ——— 
Ei [+ nx? cid \ n 
nx É Enade 
8) faa) = — SEAE CT Ti 


TE 


2. Seja 
Suponha que, para todo x € B e para todo e > 0, existe n, (que pode 


n > 1, uma sequência de funções definidas em A. Seja B C A. 


depender de e de x) tal que 


n> n em> ng >| fn 0)-— fm x)! < e 


Mostre que existe f : B > R tal que, para todo x € B, 


„im f(x) = fex) 


(Sugestão: Utilize o critério de Cauchy para convergência de sequência 
numérica.) 


6.2. CONVERGÊNCIA UNIFORME 


Quando dizemos que a sequência de funções f converge a fem B, isto 
significa que, para todo x € B e para todo e > 0, existe n, (que pode depender de 
xe de e) tal que 


n>n, = |f) - f< e- 


Pois bem, quando acontecer de o n, só depender de e, diremos que a 


convergência é uniforme. 


Definição. Seja f uma sequência de funções definidas em A e seja f : B 
> R, com B C A. Dizemos que a sequência de funções f converge 
uniformemente a f em B se, para todo e > O dado, existir um natural n, 


(que só dependa de e) tal que, para todo x € B, 


n>n > |f, = fo] < e. 


OBSERVAÇÃO IMPORTANTE. Segue da definição acima que se a sequência de 
funções f convergir uniformemente a f em B, então, para todo x € B, a 


sequência numérica f (x) convergirá a f(x), isto é, 


flo) = tim f(x), x E B. 


n= + 


A condição “para todo x € B, 
n>n = |f 6- fO < e 
é equivalente a “para todo x € B, 
n> n= fO) -E< f) < fO) +e. 


Assim, a sequência de funções f, converge uniformemente a f em B se, para 
todo e > 0, existir um natural n, (que só dependa de e) tal que, para todo n > n, O 
trecho do gráfico de f, correspondente a x € B, permanecer dentro da faixa 
determinada pelos gráficos das funções y = f(x) — € e y = f (x) + €, com x E B. 


y=f(x)+e 


EXEMPLO 1. Considere a sequência de funções f , n > 1, onde f (x) = x”, e seja 


f (x) = 0 para x € [->5| Prove que a sequência de funções f converge 


pa 


f E 
uniformemente a f em |- = zl 


Solução 


Precisamos provar que, para todo e > 0 dado, existe n, (que só dependa de e) 


tal que, para todo x € |- A >l 


n>n>|x-0<e. 


Temos 


l 
lxls> 5x = 
? 


æ 


N| — 


j 


3 4 
Deste modo, para se ter | x | < e, para todo x € [57 


n 
| basta que (>) < €. 
F 1 \"o E = 
Tomandose, então, n, tal que (>) < e (observe que tal n, só depende de €) 


resulta 
n>n>|x|<e 


para todo 


x” (n ímpar) y=0-e 


EXEMPLO 2. A sequência f , n > 1, onde f (x) = x”, converge uniformemente a 


f(x) =0em ]- 1, 1[? Por quê? 


Solução 


_ xX” = 1. Deste modo, não existe n, tal que, para todo x € ] — 1, 1, 


“o lim 
pois Ea 


l 
n>n > 0-—<x 
0 A 
Segue que a sequência dada não converge uniformemente a f(x) = 0 em ] - 1, 


1[. 
Observe que, para todo x € ] - 1, 1[, 


lim IMEI) =0. 


n5 + 


Deste modo, a sequência de funções f (x) = x” converge, em ] — 1, 1[, à função 


f(x) = 0, mas a convergência não é uniforme. 
E 


EXEMPLO 3. Seja a sequência f „ n > 1, onde f (x) = n sen a 


a) Verifique que tal sequência converge em R à função f(x) = x, mas não 
uniformemente. 


b) Prove que a sequência converge uniformemente a f (x) x em [ — r, r], onde r > 
0 é um real dado. 


Solução 
a) Para todo x real, 
e X 
lim nsen—=x= f(x). 


n — + n 


(Veja Exemplo 2 da Seção 6.1.) 


Se a convergência fosse uniforme, dado e > O existiria n, (que só depende de e) 


tal que 


X 
n> ngo > |x—n sen — <E. 
n 
para todo x real. Como, para todo n > n, 
. X 
lim |x— n sen —|= +% 


X5+% n 


resulta que a convergência não é uniforme. 
b) Vamos provar, inicialmente, que, para todo natural n > 1, a função 


x 
h(xy)=x—nsen— 
n 


é crescente em [0, +oo[. De fato, 
h'(x) = 1-cos=>0 
para todo x > 0. Logo, h é crescente em [0, +00]. Segue que, para todo x € [0, r], 


a ce r 
0O=x-nsen—=r-—-nsen—, 
n n 


Como 


, r) 
lim (r-nsen=)=0 
n —> + n 


dado e > 0, existe n, tal que 


E a 
r— nsen — < eE. 


n 


n > ng > 


Segue que, para todo x € [ —r, r], 


x. 
x— nsen ~| < eE. 


n 


n > ng > 


Portanto, a sequência converge uniformemente a f (x) = x em [ [- r, r]. (Tente 
enxergar este fato graficamente.) 


Exercícios 6.2 


1. Para cadan > 1, seja f, (x) = a 
nx“ 


a) Determine o domínio da função f dada por 


fœ) lim f(x). 


b) Esboce os gráficos de fe das f. 


c) f, n > 1, converge uniformemente a fem ]0, +o0[? E em [1, +oo[? 


2. Paracadan>1,sejaf (x)=1+x+ xX t. +X, 


a) Qual o domínio da função f dada por 


fœ)= lim fyw). 
n5 + 


b) A sequência f „ n > 1, converge uniformemente a fem [0, 1[? E em [0, 


r], com 0<r<1? 


3. para cadan > 1, seja f(x) = SE 


a) Determine o domínio da função f dada por 


fo) = SEO: 


b) Esboce os gráficos de fe das f . 
c) A sequência f , n > 1, converge uniformemente a f em 10, +oo[? E em 


| 
Ey +oo[? 


Para cada n > 1, seja f (x) = n arc tg E 


a) Determine o domínio da função f dada por 


fO)= lim fa(x). 
n> + 


b) Mostre que f , n > 1, converge uniformemente a fem [| — r, r], onde r > 
O é um real dado. 


c) Mostre que a sequência f não converge uniformemente a f em R. 


Para cada n > 1, seja f (x) = o E Consider a função f dada por 


fC)= lim Jr 0). 
n> + 


a) Esboce os gráficos de fe das f . 


b) f n > 1, converge uniformemente a f em R? E em [a, +oœ[, com a > 0? 
co nx f a 
Para cada n > 1, seja fn (x) = aA Considere a função f dada por 
TN xX 


fO)= lim fa(x). 
n> +% 


a) Esboce os gráficos de fe das f. 
b) f, converge uniformemente a f em [0, 1]? Justifique. 


(Sugestão: Verifique que o valor máximo de f em [0, 1] tende a 
+ooquando n tende a +00.) 


c) Verifique que 


al | 
fC lim faod lim | fna) dx. 
n> + 0 


n= +~ 


Z o . z = 2 
7. Mesmo exercício que o anterior onde f , n > 1, é dada por f (x) = nxe nx. 


6.3. CONTINUIDADE, INTEGRABILIDADE E 
DERIVABILIDADE DE FUNÇÃO DADA COMO 
LIMITE DE UMA SEQUÊNCIA DE FUNÇÕES 


As demonstrações dos teoremas que enunciaremos a seguir serão feitas na Seção 
6.5. Consideremos a sequência de funções f (x) = x”. Já vimos que 


E fC) = fO) 
onde 


Ae lc sd a 
J w=fi sexr=l. 
Observe que cada f, é contínua em x = 1; entretanto, f não é contínua neste 
ponto. 
Seja f uma sequência de funções que converge a f em B. O próximo teorema 
fornecenos uma condição suficiente para que a continuidade das f se transfira 


para a f. 


Teorema 1. Seja f uma sequência de funções e seja f: B > R dada 
por 


f(x)= lim f(x). 


n — +o 


Suponhamos que f convirja uniformemente a f em B. Nestas condições, 


se cada f for contínua em x, E€ B, então f será, também, contínua em x,. 


Observações 

1. Segue do teorema acima, se cada f for contínua em B e se a sequência f, 
convergir uniformemente a fem B, onde f: B > R, então f será contínua em 
B. 

2. Seja f: B > R dada por f (x) = Pç f, (x) e seja x, E€ B. Se cada f, for 


contínua em x, e se f não for contínua neste ponto, então a convergência de f 


a f não é uniforme. 


O próximo teorema fornecenos uma condição suficiente para que os 


b 
símbolos f e lim possam ser permutados. 


a n— +% 


Teorema 2. Seja f : [a, b] > R dada por 


f 9) = m, hO 


onde cada f é suposta contínua em [a, b]. Nestas condições, se f, 


convergir uniformemente a f em [a, b], então 


TA . b 
|f @da= lim |fn(x)dx 


1 n= to va 


ou seja, 


b bo 
[lim f(x)]dx= lim [mca 
a 


a n+% n— + 


Observações: 


Pode ser provado que o teorema acima continua válido se a hipótese “f 
contínua em [a, b]” for substituída por F, integrável em [a, bJ”. 
Seja f : [a, b] > R dada por f (x) = Regi f, (x) onde cada f é integrável em 
[a, b]. Se 
b b 
[rega * lim |fn(x)dx 
a a 


n—> to 


então a convergência de f a f não é uniforme em [a, b]. 


O próximo teorema fornecenos uma condição suficiente para que os 


7 d i 
símbolos = * lim possam ser permutados. 
ax 


n= + 


Teorema 3. Seja f uma sequência de funções de classe C! no 
intervalo T e sejam f e g funções de I em R dadas por 


[00 = EO 


g0)= lim fa(x) 


n>+% 


Nestas condições, se a sequência de funções f, convergir 
uniformemente a g em I, então, para todo x € I, 


FO) =g (x), 


ou seja, 


n—> +2 n —> +o 


y i 
lim f(x)|= lim fy 00). 
j 


Observe que no teorema anterior não se exige que f, convirja uniformemente 


af; o que se exige é convergência uniforme de f} a g em 1. 


Exercícios 6.3 


nx 


1. Seja f: R > R dada por f (x) = lim —— Utilizando o Teorema 1, 
+1 


n5+% 4 
nx nx 


mostre que a sequência de funções f (x) = —5 7 
nx 


FT n > 1, não converge 


uniformemente a f em R. 
(Sugestão: Utilize a Observação 2 que vem logo após o Teorema 1 desta 
seção.) 


2. Dê exemplo de uma sequência de funções f, sendo cada f contínua, e f 
dada por 


— lim 
IO) = ah 
também, contínua e tal que a convergência de f a fnão seja uniforme. 


3. Dê exemplo de uma sequência de funções f , sendo cada f descontínua em 
É é i 4 = lim 
todos os números reais, e tal que f : R > R dada por f (x) f, (9), 


n= +o 


seja contínua. 


4. Seja f dada por f (x)= lim nxen. 


n= +o 


l | 9 
a) Calcule E f(x)dx e lim | nxe PN dx. 


n=+%2 0 


b) Utilizando o Teorema 2, mostre que a sequência f, onde f, (x) = 


= A dai . 
nxe nx, não converge uniformemente a f em [0, 1]. 
5. Dê exemplo de uma sequência de funções f tal que se tenha 


bo bo 
fi)dx= lim ] fa (x) dx 
a 


a n — + 


onde f(x) =. m f, (x), mas que f não convirja uniformemente a fem [a, 


b]. 

6. Para cada n > 1, seja f, (x) = - sen nx. Verifique que f converge 
uniformemente, em R, à função f dada por f (x) = mn f, 09. É verdade 
que para todo x, f (x) = lim 


nam y fa (x)? Este resultado está em contradição 
com o Teorema 3? Explique. 


6.4. CRITÉRIO DE CAUCHY PARA CONVERGÊNCIA 
UNIFORME DE UMA SEQUÊNCIA DE FUNÇÕES 


Critério de Cauchy. Uma sequência de funções f converge 
uniformemente, em B, à função f : B > R dada por 


fœ =, f E) 


se, e somente se, para todo e > O dado existir um natural n, tal que, 
quaisquer que sejam os naturais n e m e para todo x € B, 


n> no e m> no => |fa (2) — fm œ) < €. 


Demonstração 


Suponhamos que f converge uniformemente a f em B. Isto significa que, para 
todo e > O dado, existe n, tal que, para todo x € B, 


n> n > |fa x) -— f a< A 
Como 
HE — fm CA < If, C = FO + C — FO 
resulta que, para todo x € B, 
n>n em> n, => |f, œ- f |< €. 


Suponhamos, agora, que para todo e > 0, existe n, tal que, para todo x € B, 


[a 


n > no e m > no > | Jn (x) — fm (x )| Ea 


Segue daí que, para todo x € B, a sequência numérica de termo geral f (x) é uma 
sequência de Cauchy. Assim, para cada x € B, existe um número f (x) com 
fx) lim fax) 


n — + 


Vamos mostrar que a sequência de funções converge uniformemente a f em B. 
Fazendo em (1) m tender a +00 resulta que, para todo x € B, 


; j sa 
n> ny > TA (x)— f (x ] = SE 
ou seja, f converge uniformemente a fem B. 


6.5. DEMONSTRAÇÕES DE TEOREMAS 

Demonstração do teorema 1 

Precisamos provar que dado e > 0, existe ó > 0, tal que, para todo x € B, 
x = xil < 6 = f = fog < e. 


Como, por hipótese, f converge uniformemente a f, dado e > 0, existe um natural 
p, tal que, para todo x € B, 


D | fp (10) — f (x) | < 


e, em particular, 


e | fp (xo) — f (xo) |< 


Da hipótese de cada f ser contínua em x, resulta, em particular, que f, é contínua 
em x, Daí, existe ô > O tal que, para todo x € B, 


o k=20|<8=[fp (9- fp (10) <£ 
Por outro lado, para todo x € B, 
IFO- FDE -EO +F O- F, e) +F, (9) -e 
e, portanto, 


IFO- FAI - f + IF, 09 =, l + IF, E) = E. 


De (1), ©, © e da desigualdade acima resulta que, para todo x € B, 
o E = 
x — xol <8 > | f(x) — f(x] < =+ 
Demonstração do teorema 2 


Precisamos provar que dado e€ > 0, existe um natural n, tal que 


< E. 


b b 
© n>n) > ! fn (x) dx — f f(x)dx 
a a 


Da hipótese e do teorema anterior segue que f é contínua em [a, b]; logo, 
integrável em [a, b]. Temos 


eb 


b i b 
fn(x) dx =] f(x)dx =Í |n (x) fis Jar. 
a a a 


© 


Como f converge uniformemente a f em [a, b], dado e > 0, existe um natural 
n, tal que, para todo x € [a, b], 


t> no >| fa (x)— f(x)|= i 
© n>m >| fa f()| Es 


De (5) e (6) segue (4). 


Demonstração do teorema 3 


Seja x, E I, com x, fixo. Para todo x €E I, 


x Es 
| emdr= lim f fi O dt 
Xo n —> + Xo 


T 


pois, por hipótese, f” converge uniformemente a g no intervalo de extremos x, e 
x (estamos usando aqui o teorema anterior e a hipótese de f’, convergir 


uniformemente a g em I). Como 
e i 
f fn (f) dt = Ían U= fn(xo) 
Xo 
resulta 


X 
f e(odi= lim [f (x)— fa (x0)]= f0)- f (x0), 


“o 5 +] 


ou seja, 
m x 
fO)=f (xo) + | g(t)dt, xel. 
Xo 
Como g é contínua em T (por quê?), pelo teorema fundamental do cálculo, 


fœ) = gx) 


para todo x E I. 


7 


SERIE DE FUNÇÕES 


7.1. SÉRIE DE FUNÇÕES 


+00 
Uma série de funções é uma série X fa, onde cada f, é uma função. 


n=0 
+00 


Dizemos que a série X f, converge, em B, à função s: B> R se, para cada x € 
n=0 


+æ 
B,s(x)= E fn(x) 
n=0 


o que significa que, para cada x € B, 


n 


s(x)= lim $ f(x). 
n—=>+% k=0 
~ pi . Ed . 
A função s = s (x), dada por s (x) = È f(x). denomina-se soma da série 


º n=0 º 
+00 +00 


E fa. (Quando nos referirmos à função s = s(x) como a soma da série 3 f, 
n=0 n=0 
ficará subentendido que o domínio de s = s(x) é o conjunto de todos os x para os 

+o 
quais a série JS f(x) converge.) EXEMPLO. Já sabemos que, para todo x, 
nzo 
com|x|<1, E x!= 
n=0 |— x 


+o 
l EA : í ~ | 
Assim, a série 5 x” converge, em ] -1, 1[, à função s (x) = PR, bd < 1. 
n=0 x 
(Estamos convencionando aqui que 0º = 1.) m 


7.2. CRITÉRIO DE CAUCHY PARA CONVERGÊNCIA 
UNIFORME DE UMA SÉRIE DE FUNÇÕES 


-+- 00 
A série de funções $ fy converge uniformemente, em B, à função s: B> R 
k=0 


se, para todo e > O dado, existir um natural n, tal que, para todo x € B, 
n 


n>m>5| DE fil)-s(x)<e 
k=0 


Vamos, agora, reenunciar para série de funções o critério de Cauchy para 
convergência uniforme de uma sequência de funções. (Veja Seção 6.4.) 


Critério de Cauchy (para convergência uniforme de uma série de funções). A 
+ 00 


série de funções X fk converge uniformemente, em B, à função 
k=0 


+ D0 
s@œ&)= E fk (x) se, e somente se, para todo e > O dado, existir um natural n, tal 
k=0 
que, quaisquer que sejam os naturais m e n e para todo x E B, 
m n 
m>n>2mn5| $ fk- E f(l)<e 
=0 k=0 


Observe que 


m n 


E AkO- E K= fan (+ fa+2 0)+...+ fm (x). 
k=0 k=0 


7.3. O CRITÉRIO M DE WEIERSTRASS PARA 
CONVERGÊNCIA UNIFORME DE UMA SÉRIE DE 


FUNÇÕES 


-f 00 


Critério M de Weierstrass. Seja X fp uma série de funções e 


+ 00 


suponhamos que exista uma série numérica 5X My tal que, para todo x 
k=0 


€ Be para todo natural k, |fi(x)|= Mk. 


+00 + 
Nestas condições, se a série X My for convergente, então a série È f 
k=0 i k=0 


+æ 
convergirá uniformemente, em B, à função s(x) = E few). 
k=0 


Demonstração 


+o 
Sendo, por hipótese, X My convergente, pelo critério de Cauchy para séries 
0 


numéricas, dado e > O existe um natural n, tal que, quaisquer que sejam os 
naturais m e n 


(D m>n> no => M, O M, +9 ses T Mal <E. 


Temos, para todo x E€ B e para todos m e n, com m > n > n, 
m n 


Z AO E RC)=|fn+16)+420)+...+ ml] 
=0 =€ 


Ín+ 1+ |fn+200]+ «| fm) 


e, portanto, de D e da hipótese segue 
m n 
> MO- E ho) SM, 41 +tMnr+2 +... + My <E. 

k=0 k=0 


Logo, pelo critério de Cauchy para convergência uniforme de uma série de 
+00 


funções, resulta que a série X fy converge uniformemente, em B, à função 
k=0 
+ 


sœ@= E fx. 
k=0 


EXEMPLO 1. 


-+ 00 
ums E, en o... 
a) Verifique que a série £ ——— é uniformemente convergente em R. 
E fa sen kx 
b) Mostre que a função s(x) = X Er] 
k=1x +k 


é contínua em R. 
Solução 
a) Para todo x e para todo natural k > 1 


sen kx 
xt + k4 


~ 


j 
h 
I 


| 
TA 


-+0 


A série numérica 3 é convergente. Segue do critério M de Weierstrass 


k=1 kf a 
fe ; 5 z - senkx 
que a série dada converge uniformemente em R à função s (x)= E — 7T RT 
k=1 x" +k 
b) Para todo x E R, S()= lim s(x) 
n— +x 
n E pi 
sen kx ju ge RO 5 
onde „œ= È Ir Como a convergência é uniforme em R e as funções s, 
k=ix +K 


(x) são contínuas em R, segue, do Teorema 1 da Seção 6.3, que s = s (x) é 
contínua em R. 


EXEMPLO 2. 


~ converge uniformemente, em R, à função 


s] 


a) Verifique que a série 3 ——— 
k=1 xX" +kº 


pa l 
s(x)= -5 F: 
ii Ra x? +k? 
b) Justifique a igualdade 
l i z l 
s(x) dx = — arc tg —. 
Is x) dx RM 87 
Solução 
l a 
a) Para todo x € R e para todo natural k > 1, = Pa. “a 
XT p~ = 
Como 3 — é convergente, segue do critério M de Weierstrass que a série 
=£ 


k 
+00 l 
Ra x? +k? 


+o | 


N 


converge uniformemente, em R, à função s (x)= E 
k=1x0 +k 


+ 00 l 


b) Para todo x E€ R, s (x)= 5 — 
k=1x" +k 


Isto é, 
lim s(x) 


n— +% 


s(x)= 


n 


z- Como a convergência é uniforme em R, segue que a 


onde s()= E = 
k=1xX tk 
convergência é, também, uniforme no intervalo [0, 1]. Como as s, são contínuas 
| 
lim | Sn (x) dx. 


n— +x 


| 
em [0, 1], resulta, do Teorema 2 da Seção 6.3, , s(x) dx = 


De 
| n | 
f Sn (x)dx= X | —— dx 
0 k=1º0 xº +kº 


segue 


| i n pl | 
| s(x)dx= lim È | =s dx. 
0 n5+0k=/º0 x4 +k4 


Mas, 
ji . ix - arc t aii ue) 
— dx= a — (v É 
0 x2+k2 k E fada 
Logo, 
j) i z | | 
s(x)dx= — arc tg —. 
0 k=1 K É k 
| 


+o 
Observação. Sempre que dissermos que a série X fg é uniformemente 
k= 


convergente em B, isto significa que a série converge uniformemente, em B, à 
-+- 00 


função s (x)= E fr (x). 


Exercícios 7.3 


1. Verifique que a série dada converge uniformemente no intervalo dado. 


+00 


x 
isa = 


x-em[—r.r).r>0. 
p= pat +k? 


+% M- 
b) 5 — emf[|-r.r],r>0. 
E=1 & 


k 

+00 | 
E 2k xk em[-— r, r], com 0 < r <—. 

k=1 2 

+o k 
d) em[-r.r).com0<r<1. 

k=12k+ 

ã T abk ooo 
Mostre que a função s = s (x) dada por sœw= 1 5 O é contínua em R. 
k=1 xº + kº 


Seja s = s (x) dada por s (x) = E (k+1)x*. Prove que, para todo t € ]-1, 
k=1 
t 2 
11, S(x dia 
Is x)dx 


l—s 
Conclua que, para todo x € ] —1, 1[, 


+00 
Z k+Dxé= 


= (1-x)2' 


g) 
xx" 


+00 
Suponha que JS f é uniformemente convergente em B à função 
k=1 
st()= 5 f(x). Seja g: B> R tal que, para todo x €E B, |g (x) < M, onde M 
k=1 


> 0 é um real fixo. Prove que £ g fy converge uniformemente em B à 
k=1 
função h (x) = s (x) g (x). 


+o 


Seja a, k > 1, uma sequência numérica dada. Suponha que a série 5 5 
n= 


cos nx convirja uniformemente em [ -m, n]. Seja 


F@œ@)= LE apcosny,xe[-7m,7m). Prove que, para todo natural k > 1, 
a = 


l T 
A: Í F(x) cos kx dx. 
T —-m 


Sejam a, k > 0, e b, k > 1, duas sequências numéricas dadas. Suponha que 


pia a 
a série =. + z [ap cos nx + by sen nx] 


2 n=l 


convirja uniformemente em [-r, m]. Seja 


F(x) =£ + s [ap cos nx + by sen nx]. 
£ n=1 


Prove que 


I pF 
ak =— F(x) cos kx dx, k = O 
n i 


l mT 
b; =— Í F(x) sen kx dx, k = 
T d-r 


+00 
. Eo a . z z. 4a 
Seja f definida e integrável em [-7, 1]. A série 2 + E [ap cos nx + bp sen nx], 


onde 
1 T 
a) = — Í f(x)dx, 
M 4m 


EPt 
an = = f(x)cos nx dx, n=l, 
E += 


| oT 
bn =— Í f(x)sen nx dx, n=1, 
T Jm 


denomina-se série de Fourier de f. Os números a „ n 2 0 e b, n 2 1, são os 
coeficientes de Fourier de f. Determine a série de Fourier da função dada e 
verifique que a série obtida converge uniformemente em R. 


7.4. 


, 
a)fix)=x",—-7SExsST 
b) f(x) = x | —NSXiST 
jm+x se—-7ax<0 


c) f(x)= 
e) JO Im —x se0=r=7% 


Seja f (x) definida e de classe C? em [-r, n]. Para cada natural n > 1, seja 


an = | f(x) cos nx dx. 
mm 


IV 
- 


a) Verifique que, para todo natural n 


l ak Pp ai cm 
an=— Uf(m)—f(—mllcos nm -| f"(x) cos nx dx). 
nº 


b) Prove que a série 


+00 
> an cosnx 
n=1 


é uniformemente convergente em R. 


CONTINUIDADE, INTEGRABILIDADE E 
DERIVABILIDADE DE FUNÇÃO DADA COMO 
SOMA DE UMA SÉRIE DE FUNÇÕES 


Nesta seção, vamos reescrever, em linguagem de série, os teoremas da Seção 


6.5. 


+00 


Teorema 1. Seja s: B > R dada por s(x)= $ fk (x). 
k=0 


-+ 00 

Se a série de funções JS fy convergir uniformemente a s, em B, e se 
k=0 

cada f, for contínua em x, € B, então s será contínua em x, . 


Demonstração 


s(x)= lim S(x) 


n —> t œ 


onde 


n 


Sn x)= È fk (x). 
k=0 


Como a convergência é uniforme em B e como cada s é contínua em x,, segue 
do teorema 1 da Seção 6.3, que s = s (x) é contínua em x,. 


Teorema 2. (Integração termo a termo.) Seja s = s (x), x € Ta, b], 


dada por s(x)= E fy (x). 
k=0 


+% 
Se cada f, for contínua em [a, b] e se a série 5 fg(x) convergir 
+o h =. 
uniformemente a s em [a, b], então E s (x) dx = Ra R (x) dx 
a =() 


ou seja, 


= () k=0 


b -+20 b 
IE nwla, E E ar 
k 


Lo 


Demonstração 
s(x)= lim È f(x) 
n>+2 k=0 
n 
Como a convergência é uniforme em [a, b] e cada s, (x)= È fr (x) é contínua 


k=0 
em [a, b] segue do Teorema 2 da Seção 6.3 que 


b „b| n n b 
Í s(x)dx= lim ] E f(Q)ld= lim $ | fp(x)dx, 
Ea n=>+% "a | k=() n>+ok=0"a 


ou seja, 


+00 


b 
Í s(x)dx= E h (x) dx. E 
a k=0 


O Teorema 2 conta-nos que se cada f, for contínua em [a, b] e se a série 


-++ 00 


s : o E b +œ : 
È fy convergir uniformemente em [a, b], então os símbolos Í e X poderão 
k=0 a 


b -++ 00 
ser permutados: f k E fk wl dx= 5 h (x) dx. 


k=0 


k=0 k=0 


Teorema 3. (Derivação termo a termo.) Seja s: I > R, I intervalo, 


dada por s(x)= E fy (x). 
k=0 


1 SO 
Se cada f, for de classe C em I e se a série © fg convergir 
+% E 
uniformemente em J, então, para todo x E I, s'(x)= E fy œ 
k=0 


ou seja, 


+00 d +00 i 
| x næ] =: f(x). 
k=0 k=0 


Demonstração 


Fica a cargo do leitor. 


E 
À E É senkx 
EXEMPLO. Seja s = s (x) a função dada por s(x)= 5 Ti 
ka E 

a) Qual o domínio de s? 
b) Justifique: para todo x real, 

E N 1 

sW= ST ei 
k=1 k 


Solução 
a) Para todo x e todo k > 1, 


sen kx| _ 
k 3 Z 


Segue que a série converge absolutamente para todo x; logo, a série converge 
para todo x. O domínio de s = s (x) é R. 


l 
À 


pás (=) ka z paso 
Ro J E Ke 


Para todo x real e para todo k > 1, 


to coskx 


Segue do critério M de Weierstrass que a série $ ——— cos converge 


p= k? 


uniformemente em œR. Pelo teorema sobre derivação termo a termo, 


r 


z sen kx | _ z = E 
k=1 p= F 


r 


ou seja, 


+00 b 
die 5 cima 
k=1 k- 


Exercícios 7.4 


1. Prove que a função dada é contínua no conjunto B dado. 


a) f(x)= E ——.B=R 


n=1 n 


+00 
biws » zn , B=[1, +œ[ 
+o gnn 
c) f= E —,B=R 
n=0 n! 


+20 


d | 1 a 
2. Seja f()= 5 sen. Justifique a igualdade Í fO)dr= E nº [1-cos 


n=1 n 0 n=1 


+00 x” x 
3. Seja fœ= E P Verifique que [Dd =fw-1. 


n=0 n 


+00 


n=lx +n ci 
5 ka x 
* Seja fO)= LE arctes. Mostre que a série 
n=1 n“ 


z) 


I ) 


numérica 


l +a 
Seja fœ= 5 —>—. Justifique a igualdade | f(x) dx = : E In (i + 
2n=1 


i -1 
é convergente e tem por soma ] f(x) dx. 
0” 


+o .n— l 
6. Considere a função f dada por f(x= 3 2 : 
n=] n 


a) Qual o domínio de f ? 
b) Mostre que f é contínua. 
c) Justifique a igualdade: 


l Eles 9 
fo)d= 5 ——. 
Lj k=0 (2k + 1)! 


+00 n-2 
gra (n—1)x 
d) Prove que, para todo x no domínio de f, f'œ)= 3 E - 


n=1 nº 


7.5. EXEMPLO DE FUNÇÃO QUE É CONTÍNUA EM R, 
MAS QUE NÃO E DERIVÁVEL EM NENHUM 
PONTO DE R 


Seja g: R > R a função que satisfaz as condições: 


a) g(x)= Fa e 
b) para todo x E R, g (x + 2) =g (x). 


A condição b nos diz que g é periódica, com período 2. Observe que, para 
todo x, |g (x)| < 1. 


Para cada natural n, seja 


3 n 
fa (0=(5) g(4" x), xER. 


Assim, 


3 
x)=— g (4x): 
fd 78 


fo ©) =g (9; a 


3Yº p) 
h œw=(ż) g (44 x)etce. 


Faça você o gráfico de f, + f, + f, e imagine os gráficos de f + fi + f, +... +f, 


para n 2 3. 
Nosso objetivo a seguir é provar que a função f dada por 
+00 3 n 
te (5) g(4"x) 
n=014 


é contínua em R, mas não derivável em nenhum ponto de R. Para todo x real e 


3 n 3 n 
o E. aroj) ; 
a) sea 


para todo natural n, 


je r. P Puai PO. 
Como 3 [ 5) é convergente (série geométrica com razão 4 < 1), segue do 
n=0 r 
+o 


n 
critério M de Weierstrass que a série 5 (5) g(4" x) 
n=014. 


z . 3 n , 
é uniformemente convergente em R e como, para cada n, f, (x) = [5] g(4" x) é 
+00 a l 
contínua em R, resulta que a função f (x)= X (5) g(4" x) 
n=01º 


é contínua em R. 


Seja, agora, x E€ R. Para cada natural m, existe um inteiro k tal que k < 4”x < 
k+1. 


Daí, 

k4™ <x < (k+ 1)4™. 
Sejam a, = k4-m e B, = (k + 1)4-m. De Bp- ap = 4-m resulta — ma (Bm —&m)=0. 
Mas, para todo m, a, < X < B» 10g0, „ a cia ad Bm- 


Vamos provar a seguir que 


f(Bm F= fam ) 


Bm — &m 


lim =+0, 


m — + 


o que mostra que f não é derivável em x. (Se f fosse derivável em x, deveríamos 


ter lim Í Bm) -— Ham) = Fá x). 
m>+e "Bm &m 


Confira!) Temos 


+00 


3" 
F(Bm)— flam)= 2 (5) [2(4" Bm) — g(4" a m)). 


n=0 


Paran >m, 
4" Bn, -4na = 4n (B, = 0,)=4n-m, que é múltiplo de 4; daí 


g (4 P) -g (4 a) = 0, pois g é periódica com período 2. Para n = m, 4º B =k 
+1e4a,=k, daí 


Ig(4" Ba) — g(4n a)l E 1. 


Para n < m, não existe inteiro entre| 4" p, e 4° a (verifique); logo, |g(4"P,) — g(4” 
a )| = 4" ". (Pense!) Segue que 


m 3 n l 
f(Bm)— f(am)= > [5] [8(4" Bm) — g(4" am), 


n=0 


daí 


m—l 


3 m 3 n 
FBn)- Sam)=[] [g (4™ Bm) — g (4 am)]+ z (5) [e(4" Bm) — (4 am). 
n=0\ 


Do que vimos acima resulta 


qm m-lçaM 
Bm Ham)=[5] — 5 5) gr=m. 


4 n=014 
ou seja, 
3 m—1 
[Bm Samj=[5] e 2 i 
4 n=0 
Como 
"an o am —] 3 am EA, 
n=0 3-1 - 


resulta 


: EEY 
— = —|>ļ| + 
|F(Bm) fam) 2 (5) 
e daí 
irar 
|f(Bm)— flam) = (5) . 
Como B -a = 4 resulta FEm)— fan) ~ e 
m E ? m — Xm 2 


Logo, 
lim f(Bm ) pe flam) = +0. 
m— +o% l: Um | 


8 


SERIE DE POTÊNCIAS 


8.1. SÉRIE DE POTÊNCIAS 


Seja a „ n > 0, uma sequência numérica dada e seja x, um real dado. A série 
+ 
3, aņ (x — xo)" 
n=0 


denomina-se série de potências, com coeficientes a , em volta de x, (ou centrada 
O, temos a série de potências em volta de zero: 


T j R E P r 
& AX “aAQTax+ a? : e e 


(Estamos convencionando aqui que 0° = 1.) 


+ -n 


Por exemplo, X — é uma série de potências em volta de zero e com 
n=0 N: 


coeficientes = 
n: 


O próximo teorema destaca uma propriedade bastante importante das séries 
de potências. 


+00 
Teorema. Se X ax for convergente para x = x, com x, # 0, então 
n=0 


a série convergirá absolutamente para todo x no intervalo aberto ] — | x, 


Lix IL 


Demonstração 


+00 
=: x i Inx! = 0. 
Sendo, por hipótese, RA anx{' convergente, segue que , gh anx] 


Tomando-se, então, e = 1, existe um natural p tal que, para todo n > p, |a x n| < 1. 


Como 


uu 


| apx” | = | apx” | 


resulta que, para todo x e todo natural n > p, 


n 


é convergente. Segue do critério de 


+00 
Para | x | < |x; |, a série geométrica X 
n=0 


X] 


+o 
comparação que X a,x converge absolutamente para todo x, com |x | < |x, |. 
n=0 


+0 
EXEMPLO. A série 5 x converge para x = —1. (Observe que para x = —1 


=| n 
n ris 


És l = 
temos a série alternada ¥ (— 1)" — que já sabemos que converge.) Pelo teorema 
n=1 n 


anterior, a série converge absolutamente para todo x € ] -1, 1[. Para x = -1 a 
série não é absolutamente convergente. 


Exercícios 8.1 


+o 


1. Verifique que a série X 2” converge para x = —1. Tal série converge 
n=0 


absolutamente para todo x € |] —1, 1]? Explique. 


+00 
2. Considere a série de potências, centrada em Xp E a,(x—x)”. Suponha 
n=0 


que tal série convirja para X = X; Xi É Xo Mostre que a serie converge 


absolutamente para todo x € ] x, 7 r, X, + rl, onde r = | x, — xl- 


8.2. SÉRIE DE POTÊNCIAS: RAIO DE 
CONVERGÊNCIA 


+% , 
Teorema. Seja a série de potências 3 a. Existem apenas três 
n=0 


+o | 
possibilidades: I) ou X a, converge apenas para x = 0; II) ou 


=( 
pum n=0 


X a,” converge absolutamente para todo x real; II) ou existe um R > 


n=0 
+o 


O tal que a série X ap” converge absolutamente para todo x no 
n=0 


intervalo ] —- R, R[ e diverge para todo x, com | x | > R. Nos extremos — 
R e R a série poderá convergir ou não. 


diverge converge diverge 


— R R 
roderá convergir noderá convergir 
g 8 
ou não ou não 


Demonstração 


Seja A o conjunto de todos x > 0 para os quais a série converge. 
1.° Caso. A=(0) 


Se a série convergisse para algum x, # 0, pelo teorema da seção anterior, 
convergiria, também, para todo x € ] - |x |, | x | [, que contradiz a hipótese A = 
{0}. Logo, se A = {0} a série convergirá apenas para x = 0. 


2.º Caso. A = R, (R, = ] 0, +œ [) Para todo x real, existe x,>0 tal que 


|x|< x. 


+o 


Como a série X aņ„xľ é convergente, pelo teorema da seção anterior, a série 
n=0 


convergirá absolutamente para todo x, com | x | <x,. Portanto, a série converge 
absolutamente para todo x. 


3.º Caso. AR, e A # {0} 


+00 
Se, para todo r > 0, existisse um x > r tal que X apx? 
n=0 


fosse convergente, pelo teorema da seção anterior, a série seria absolutamente 
convergente para todo x (por quê?), que contradiz a hipótese A # R,. Portanto, se 


A*R, então A será limitado superiormente; logo, admitirá supremo R: R = sup 
A. 


Como A # {0}, teremos, evidentemente, R > 0. Sendo R o supremo de A, para 
todo x com | x | < R, existe x, E€ A, com |x |<x,. Resulta, novamente do teorema 
da seção anterior, que a série converge absolutamente para todo x E [ - R, R I. 
Fica a seu cargo verificar que a série diverge para todo x, com |x |> R. 


O número R que aparece no teorema anterior denomina-se raio de 
convergência da série. Se a série convergir para todo x diremos que o raio de 
convergência é +00: R= +0, Se a série convergir apenas para x = 0, o raio de 
convergência é zero. 


O próximo exemplo fornece-nos uma fórmula para o cálculo do raio de 
convergência de algumas séries. 


+o 
EXEMPLO 1. Seja a série de potências = a,x" e suponha a # O para todo n > 


n=0 . 
p, onde p é um natural fixo. Mostre que o raio de convergência de tal série é 


E a, 
R= lim |—E— 
n5>+2| da+| 


desde que o limite exista, finito ou infinito. 
Solução 


Apliquemos o critério da razão para a série de termos quaisquer. 


„n+l 
An + 1X 


lim =|x| lim 


n> += aj” n5 + an 


an+1 | 


f a + = sv 
Se lim |=} |= 0, a série convergirá absolutamente para todo x. Neste caso, o 
n5+0| an 
E A 4, E a 
raio de convergência é +œ: R= lim | |=+o, 


n>+0| Gp+| 


: an+1 r a 
(Observe que lim | == |=05 lim 2 |= +o.) 
n5+0e| an n=>+2| an+] 
l an+1 |_ dois soz L 
Se lim = +%, a série convergirá apenas para x = 0: 
n5+e| an 
l a 

R= lim n o|- 


n> +| an+ 


: an +1 ia : ba ez 
Se lim for finito e diferente de zero, a série convergirá 
n>5 + än 
l +1 
absolutamente para todo x tal que | x | lim | 
n> +02] an 
ou seja, convergirá, para todo x, tal que 
|x|< tim =R 


n5+=| An+l 


e divergirá para |x | > R. 


O raio de convergência da série 


+00 


2 an 


n=0 


X n 


z z Š a 
onde a * O para n > p, é dado pela fórmula R= lim |—2— 
m n> +2 | n+l 


desde que o limite exista, finito ou infinito. 


Sugerimos ao leitor estabelecer uma fórmula para o raio de convergência 
utilizando o critério da raiz. 


+o 
EXEMPLO 2. Determine o domínio da função f dada por ft) = $ nx”. 


n=0 
Solução 


E bä + E A i n x % 
> nx e uma serle de potencias com a, = n . Determinemos seu raio de 
n=0 


convergência. 
. a a n” 
R= lim taS Am eer 
n5+0| dn +41 n> + (n+ 1) 
Como 
n” ar | l 
(n+?! (oyo n+i 
[1+— 
À nj 
resulta 
À l l l 
R= lim r da 


Portanto, a série converge apenas para x = 0. O domínio de f é {0}. Tal função só 


está definida para x = 0. 


E 
. PE ” TA apa 
EXEMPLO 3. Determine o domínio da função f dada por fœ) = = —. 
n=0n+2 
Solução 
+ n 
3} — é uma série de potências com a, = ; 
n=0 n+2 n+2 
Determinemos seu raio de convergência. 
a n+3 
R= lim "n |= lim =]. 
n>+0| an+] n5+e n+2 


A série converge para todo x € ] —-1, 1 [ e diverge para todo x, com | x | > 1. 
Vamos, agora, analisar o que ocorre para x = —1 e parax = 1. 


+ 00 
Pe | g Rá 
Para x = —1 temos a série alternada a £ (1º —— que já s: que já sabemos 
n=0 n & 


ser convergente. 


+00 

= ; l 

Para x = 1 temos a série divergente ¥ =, 
n=0n+2 


Conclusão. O domínio de f é o intervalo [-1, 1[. 


EXEMPLO 4. Determine o domínio da função f dada por 


Solução 


FO MN 
X z Lo A n 
> é uma série de potencias com à, = 


n=0 nº nº 


Temos 


R= lim 


sas | 1. (Verifique.) 


A série converge para todo x € ] —1, 1[ e diverge para | x | > 1. Como 
E | = (— Dn? a 


u = O A 


são convergentes (verifique), resulta que a série converge para todo x € [-1, 1]. 
Conclusão. O domínio de f é o intervalo fechado [-1, 1]. 


oo 
to yn 


EXEMPLO 5. Determine o domínio da função f dada por fœ% = 3 =. 


n=0 n! 


Solução 


i . +1)! l 
R= lim an |= Jim WTU = lim (a+) =+%. 


n5+0| än+1 n5+e an! n= +2 


A série converge para todo x; logo o domínio de f é R. 


Exercícios 8.2 


1. Determine o domínio da função f sendo f (x) igual a 


+ +o qn 
a) E n” b 5 
n=0 n=2 Inn 
o0 eo . 
+ nx” ji x” 
co) 3 — d) 3 - 

d 2) 
n=0n+1 n=0 n +3 
+00 +00 x” 

e) X ny H SE 


n 
n=0 n=1 n 


2. Seja a um real dado, com a > O e a não natural. Prove que a série 
+ co 
hs 


n=1 n: 


a A 2 a(e-nti) as 


converge para | x | < 1 e diverge para | x| > 1. 


+o 
3. Considere a série de potências £ a,(x-— x)” centrada em X, É 0. Prove que 
n=0 


1) existem apenas três possibilidades: ou a série converge apenas para x = x,; 
ou a série converge para todo x; 


HI) ou existe R > O tal que a série converge para todo x € ] x, — R, x, + R 
[ e diverge para | x — x, | > R. Nos extremos x — Rex, + R a série 


poderá convergir ou não. 


4. (Sugestão: Faça u = x — x, e aplique o teorema da seção.) Considere a série 
+o 
de potências 3 a,” -SejaA=|x=0]| lim ap =0]. Prove que o raio de 
n=0 RAINA 


convergência da série é o supremo do conjunto A. 


5. Olhando para o Exercício 4 (e sem fazer cálculo!), diga qual é o raio de 
convergência da série dada: 


+00 +20 


3 
a) E nox b) E 2hyn 
n=0 R=0 
+o +o 3 , 
c) z nfyn d) z n : n + | y” 
n=0 n=0 n*+l 


: 1 ge 
6. a) Suponha que | x | < r,r > 0, e que lim an” 50 


n —> +o 


. Prove que 


lim nax” = 0 
n — + ° 


+o +% 
b) Prove que as séries de potências = nax” e E apx” têm o mesmo 
n=0 n=0 


raio de convergência. 


8.3. CONTINUIDADE, INTEGRABILIDADE E 
DERIVABILIDADE DE FUNÇÃO DADA COMO 
SOMA DE UMA SÉRIE DE POTÊNCIAS 


+00 
Seja a série de potências $% ax, com raio de convergência R, R > 0 ou R = 
n=0 


+00, Vamos provar, inicialmente, que tal série converge uniformemente em todo 
intervalo fechado [-r, r], r > 0, contido no intervalo de convergência |-R, R[. De 
fato, como r € |-R, RI, a série converge absolutamente para x = r. Por outro 
lado, para todo x € [-r, r] e para todo natural n, | apx" | = | ap” |. 


Pelo critério M de Weierstrass, a série converge uniformemente em [~r, r]. 


+00 
Teorema 1. Seja a série de potências 5 ax com raio de 
n=0 


convergência R, R > 0 ou R = +œ., Então a função f dada por 
+ 
FLN 2% n 
(x)= o E X 
JOS o 


é contínua em ]-R, RI. 


Demonstração 


Para todo x € |-R, RI, existe r > 0, com | x | < r < R. A continuidade de fem x 


+00 


segue da convergência uniforme de 3 ax em [-r, r]. 


n=0 


Teorema 2. (Integração termo a termo). Seja a série de potências 
+o 


5 a, com raio de convergência R, R > 0 ou R = +œ. Seja f dada por 


+20 at +o ef 
fuj= © a x”. Então, para todo t E I-R, RL, | fix)dr= E | ax" dx, 
sé AR ) 0 


n=0 n Í n=0 


ou seja, 


+00 n+1 
fixy)dx= 5 quem 
n=0 n+1 


Demonstração 


Fica a cargo do leitor. 


Teorema 3. (Derivação termo a termo). Seja a série de potências 


+o 
5 a, com raio de convergência R, R > 0 ou R = +o. Seja f a função 
+o 
1—1 


3 J 
2 n an X 


n=1 


n=0 
+o 


dada fœ) = > ap: 
n=( 


v!. Então, para todo x E€ |-R, RI, f'œ = 


Demonstração 


Veja Exercício 2 desta seção. 


Observações 


+00 
A . zI è é 2 
1. Os três teoremas continuam válidos se substituirmos ¥ ax e | RR] 
n=0 


por 
+o 
am an (x iG o e | Xo m R, Xo + R | “ 


n=0 


+o 
2. Seja a série 5 a„¥" com raio de convergência R, R > 0 ou R +o. Seja f 


n=0 
n 2 
e= ataa Ts 


dada por f (x) = 


Seguindo o mesmo raciocínio utilizado na demonstração do teorema 3 
(derivação termo a termo) prova-se que f admite derivadas de todas as ordens em 
+00 


A= 
n=1 
+o 
m ' n— 
Œ= 5 n(n—-Da,x 


sm 
i 


fO= È na,x 


I-R, R[ e que 
n= 

+ 
O= Znt-Da-Dax * 
n=3 


etc. 


+00 
. Ls A . l . A . 
EXEMPLO 1. Seja a série de potências = a,x com raio de convergência R, R 
n=0 ii 
2 x. 


> 0 ou R = +o, Considere a função f dada por f(x) = 
n=0 


eno 
a OT e. Conclua que 


Mostre que, para todo 
n! 
+% pin) 
fw=f0+ z LO r 
n=1 n! 
Solução 
+o i 
fO)= Z ax =a +ax+ta H... 
n=0 
Logo, f(0) = a,. Temos 
+o +00 
f'w= E rat =ar 5 ma y 
n=1 n=2 
+o a + 
fPwO=- Zn(n-Dax*=21la+ 5 n(a-Dax 
n=2 n=3 
+o 
fPw= È n(n-1)..(n—k+ 1) a, KA 
ne É 


e, portanto, 
k > -k 
à (x) = klap + p3 n(n—1)..(n— k+ 1) an E 


J 
n=k+1 


Daí, para todo k > 1, fẹ = (0) k! a, Ou seja, fm (0) =n! a,, para todo n > 1; logo, 


- fo) 


a 
n 
n! 


para todo n > 1. Segue que 


+o einn) 
foO)=f(O0+ 5 É dg E dê 
n=1 n! 
+00 i +o p Xn ) 
Observação. Sef (x) = È a, (x—x).entãof(0)=f(xy)+ 3 + 07 
n=0 n=1 n! 


É — Xo j Š 
B 


+00 
EXEMPLO 2. Suponha que a série de potências = ax tem um raio de 
n=0 
convergência não nulo R. Suponha, ainda, que existe r > 0, com r < R, tal que, 
-+o 
para todo x E ]-r, rl, LE a x»! =0. 
n=0 


Prove que, para todo n, a, 0. 


Solução 


+00 
Seja f(x)= E a„x". Segue da hipótese que f(x) = 0, para todo x E€ þr, ri. 
n=0 " 
Então, fm (0) = O, para todo n > 1. Como a, = KO) = 0, segue, tendo em vista o 


exemplo anterior, que a = O para todo natural n. 


+æ 
O exemplo anterior conta-nos que se 3 a, for identicamente nula num 
n=0 


intervalo |-r, r[, então todos os coeficientes a terão que ser nulos. Ou seja: 


+00 
E apx =0em]-r,r[ (r>0) 
n=0 


é equivalente a 
a, = O para todo natural n. 


EXEMPLO 3. Determine uma solução da equação diferencial 
(1) ”+xy=0 


que satisfaça as condições iniciais y (0) = 1 e y' (0) = 0. 


Solução 


Tentemos uma solução do tipo 


+00 
y= J a 
n=0 


nº 


onde os a são coeficientes a serem determinados. Sendo y = y(x) solução de (1) a 


série de potências deve ter um raio de convergência não nulo R. Temos 
+o 
Po= 2 ma~ Dna k 


n=2 


n—2 


Como estamos supondo que y = y(x) é solução de (1), devemos ter, para todo x € 
+00 +00 
A—2 B DE mes 
IR, RI, ž Em Drax *+x 3 aqx'=0 


— — 


n=. n=0 


ou 


is n a n+ 
S irrDiec Dat Toma) 
n=0 n=0 


ou ainda 


er n Etr n 
l-23+ ZX atlatan + Z ax OD. 
n=1 n=1 


Daí, para todo x € |-R, RI, 


+æ 
l-2a + 5 [(n+1)(n +2) an+ + a-i] 3” = 0. 
n=1 


Pelo exemplo anterior, todos os coeficientes deverão ser nulos. Devemos ter, 
` d si [a2 =0 
então, para todo n > 1, \(n+D(n+2)an+2 +an-1=0. 


Portanto, 


lga=—— q, -3NF 3. 
n(n—1) 


De y(0) = 1 e y' (0) = O segue que a, = 1 e a = 0. (Observe que y(0) = a e y' 
(0) = a,.) Segue que os únicos termos diferentes de zero são os da forma a, ,n > 


1. Temos, para todo n > 1, 
m (—1)” : Verif 

BA = ——>———— > ————————— an. Jer " 

n  3n(3n— 1)(3n—3)(3n— 4)...3:2 ia a 


Tendo em vista que a = 1, 


(— 1)" 
azn =— n. 
m aG- DGan—-(3n-4)...3:2"" 


Assim, 
+o 
(~ E 
(2) vO)=1+ > > x, 
E n=1 3n (3n — 1) (3n — 3) (3n — 4) ...3 -2 


Fica a seu cargo verificar que a série acima converge para todo x. (Sugestão: 
Faça x? = u e verifique que a série obtida converge para todo u. Ou, então, 
aplique diretamente o critério da razão para séries de termos quaisquer.) O fato 
de a função dada em (2) ser solução de (1) decorre do modo como os a foram 
calculados. Sugerimos, entretanto, que como exercício você verifique, por 
substituição direta na equação, que a função acima é realmente solução da 
equação dada e que satisfaz as condições iniciais dadas. 


+o 
EXEMPLO 4. Ache uma fórmula para calcular a soma 3 nx’, |x|<1 
n=0 


Solução 
+00 
Z (n+1)x’éR=1 (verifique). Seja 


-— 


O raio de convergência da série 
n=0 


+ 
fO)= 5 (a+ Dx”. 


n=0 


Para todo t E€ ]-1,1 |, 


to at 
2 | (n+1)xº dx 
( 


t 
0 n=0 “O 


e, portanto, 


pt 


+ , E 
l fad= Z fl=i+2+2+.. 
0 


n=0 


Assim, para todo t € ]-1, 1, 


Pt . 
f(x) d =—., 
D 


(v) 


Como f é contínua em [-1, 1[, pelo teorema fundamental do cálculo 


de. , 
— (x) dx= T(t). 
dt b Í ! 


Derivando, então, em relação a t os dois membros de (3) resulta f (1)= ai 


Portanto, para |x |<1, 


+o 
5 (n+1) x" = —. 
(1— x)“ 


n=0 


Como 


Da 


+00 +o +00 


Z a= 5 (n+ Df- 3 a 
n=0 n=0 n=0 

resulta 

+o 

l 

E nx" = — — 

n=0 (1 = x)$ l—x 
ou seja, 


Exercícios 8.3 


+æ 
1. Suponha que 5 a,x tem raio de convergência R, R > 0 ou R = +o, Prove 


=0 
R= u +00 


que o raio de convergência de = na”! é, também, R. 
n=0 


(Sugestão: Suponha, por absurdo, que o raio de convergência de 
+o 
E na"! seja estritamente maior que R e aplique o teorema 2. Veja, 
n=1 +o 
z . Ls . l . A . 
2. também, item c do Exercício 2.) Seja X a, com raio de convergência R, 
n=0 


R > 0 ou R = +o, 


a) Seja r E€ ]0, R[. Prove que existe M > O tal que, para todo natural n, 
Ja rt <M. 


b) Seja r como acima. Verifique que, para todo n > 1 e para todo x, 
n I = nM | x |"! 
r 


| N anX 
E 


+00 
c) Prove que, para | x | < R, a série £ na”! converge absolutamente. 
n=1 


+o 
d) Prove que a série £ na"! converge uniformemente em todo 
n=1 


intervalo [-r, r] contido em ]-R, RI. 


+00 
e) Conclua que se fo= E ax então, para todo x E€ I-R, RI, 
di n=0 " 

+æ 


POS Do ap" 
n=1 


8.4. EXERCÍCIOS DO CAPÍTULO 


1. Mostre que, para |x |< 1, 


l+x +00 xan +1 
In =2 23 — : 
l= n=0 2n+1 
n si E a | 
(Sugestão: Verifique que 3 x?” = — para | x | < 1, e integre termo a 
n=0 E E 
2 termo de O a t.) Seja p um natural qualquer. Mostre que, para | x | < 1, tem-se: 
+œ .2n+1 12p+I1 
a) sz z e En k. 
n=p 2n+1 2pt1l 1=a 
Re p= q2n+1 2 |x]2P +1 
b) | In -2 2} —— | 4 — . (Sugestão: Utilize o item a e o exer- 
= n=0 2n+1 SD Td Ta 


cício anterior.) 


3. Avalie In 2 com erro inferior, em módulo, a 10”. 


E sja l+x l a: : ia 
(Sugestão: Verifique que o ES e utilize o item b do exercício 
and 


4. anterior.) Avalie com erro inferior, em módulo, a 10”. 


a) In 8 
b) In3 
c) In 9 


d) In 32 


5. Mostre que, para |x |<1, 


arctgx= E (—1)” 


Ea ) | 
(Sugestão: X (—IPxA = 5 
n=0 l RO E 


6. Seja p um natural qualquer e O < x < 1. Mostre que 


+00 pn+ y2P +1 
a) 5 (-D)”- n 
n=p 2n +1 2p+1 
p-—l ynl x2P +1 
b) lactgx— 3 (IP & ————— 
n=0 2n+1 2p+1 


. i i . . z —4 
7. Avalie arc tg — e arc tg z com erro inferior, em módulo, a 10 `. 


(Sugestão: Utilize o item b do Exercício 6.) 


o P g , mT l l 
8. Utilizando a identidade tg (x + y) = Jexttgy prove que — = arc tg E +arc tg = 
l—-tgxtgy 4 - > 


. . z . . T . 
9. Utilizando os Exercícios 7 e 8, avalie —. Estime o erro. 


l 
10. a) Prove que, para todo x > 0, arc tg x + arc ts — = 
X 


n [a 


b) Descreva um processo para se avaliar arc tg 3 com erro inferior, em 
módulo, ae > 0. 


c) Suponha x > 1. Descreva um processo para se avaliar arc tg x com erro 


inferior, em módulo, ae >0. 


11. Determine uma solução da equação dada que satisfaz as condições iniciais 
a) dadas. (Proceda como no Exemplo 3 da Seção 8.3.) y” + xy = 0, y(0)= 0e 


12. 


13. 


14. 


y (0)=1. 


b) y" -xy' -y = 0, y(0)=1ey' (0)=0 

c) y"+x y +xy=0,y(0)=0ey' (0)=1 
d) y" =xy,y(0)=1ey'(0)=0 

e) y" =x° y, y(0)=0ey (0)=1 


Sabe-se que a equação 


y-y-xy=0 


admite uma solução y = y(x), x E€ R, satisfazendo as condições iniciais y(0) 
= 1 e y'(0) = 0. Sabe-se, ainda, que tal solução é desenvolvível em série de 


potências, em volta da origem, com raio de convergência +00; isto é, para 
+œ (n) 
yY“ (0) 
todo x, yœ) =1+ 5 =——— " 
n=] a! 


Prove. 


a) y™ (0) = y8—D (0) + (n — 2) y!"—3) (0), n > 4. 


b) y™® (0) = (n — 1) yP 0), n = 4. 
) E AND q Em n=zA. 

n! 2n 

d) Para | x | a E 
| pod vt) (O) | x p 
yva)=|1+ Ss yn | < | | 
n=3 n! 2p(1—|x|) 

Seja y = y(x) a função do exercício anterior. Avalie y(1/2) com erro 


inferior, em módulo, a 10%. 
(Série binomial ou de Newton.) Seja a um real dado, com a não natural. 
Considere a equação diferencial linear de 1. ordem 


; a A 
W y= y, x> -—] 
lF 


15. 


a) Verifique que y = (1 + x)“, x > 1, satisfaz (1). 


b) Suponha que y = g(x), —1 < x < 1, seja solução de 1) e que g(0) = 1. 
Prove que, para todo x € ]-1, 1[, g(x) = (1 + X)a. 


o sis | eg (x) = 
(Sugestão: Verifique que — | ——=— | = 0 em J-1,1[) 
dx | A+ x)“ 


c) Verifique que a série 


t a(æ@—1)(a—2)..(a-n+1) « 
- x 
1 


n=1 n! 


tem raio de convergência R = 1. 


d) Mostre que a função 


te a(a-D..la-n+1) n e 
E A a a 


n=1 n. 


é solução da equação (1) e que g(0) = 1. 


e) (Sugestão: Mostre que (1 + x)g' (x) = ag (x).) Conclua que, para todo x 
+= 
E€ ]J-1, 1,0 +x») =1+ Z 


n=1 n: 


etmam 
e 


a) Verifique que, para todo xX E€ Jet, 1L, 
a TR Sar 
a+)? =1+ E! a 


5 
n=1 2-4-6-...-2n 


b) Mostre que para x = 1 a série acima converge. (Sugestão: Veja 
c) Exercícios 11, 3.2 e 9a da Seção 3.5.) Seja f : [0, 1] > R dada por 
+æ 


A BE (DR 
f@œ=1+ E nd 3.5....-(2n 1) 
n=1 2:4-6.-...-2n 


x", 


Conclua que, para todo x €[0, 1], 


pri 3.5... (2n— 
roo-fs z optiid a 


n=| 


onde p > 2 é um natural dado. 


d) (Sugestão: Observe que, para O < x < 1, a série é alternada.) Prove que 
a série acima converge uniformemente a f em [0, 1]. 


e) Conclua que a igualdade do item a verifica-se para todo x € ]-1, 1]. 


16. Mostre que, para todo X E€ |-1, 1, tem-se 


+ m Si 
1.3.5-...-(2n—1) 
a = Md DS 
n=1 2-4-6 -2n 
+o 1:3:5: sida) At] 


b) acsenx=xt E ——— — 
n=1 2-4-6-...-2n 2n+1 


17.a) Utilizando o critério de  Raabe, verifique a série 


T A AUR a a 
de 1.3.5-...-(Qn— 1) | 


n=1 2:4.6-...:2n 2n+1 


é convergente. 


b) Utilizando o item a e o critério M de Weierstrass, prove que a série 
+o ? 2n + l 
1.3.5... 
5 e Á 
n=1 2-4.-6-...-2n 2n+1 


(Qn— 1) x 


é uniformemente convergente em [-1, 1]. 


c) Conclua que, para todo x eli; 1], 
+o 1.3.5... (2n—1) x” t! 
arc sen x= x + 5 = = ITS =D 
n=1 2:4-6-...-2n 2n+l 


(Sugestão: Veja Exercício 16.) 


d) Verifique que 


+00 o o PS a 
-1+3 1.3-5-...:(2n 1) | 
n=1 2:4-6-...:2n 2n+1 


mT 
n 


+æ 
18. Suponha que a série de potências J a,¥ tem raio de convergência R, com 
n=0 


+ 
R>0eRreal. Prove que se £ a,R” for absolutamente convergente, então 
n=0 
+o 


a série 5 a,x será uniformemente convergente em [-R, R]. 
n=0 


+ 


(Observação: Pode ser provado, também, que se = a,R” for 
n=0 
+a 


condicionalmente convergente, então a série = a será uniformente 
n=0 
19. convergente em [0, RJ.) Seja æ > O um real dado, com não natural. Prove 
+00 
que, para todo x E[-1, 1], 0 +x% =1+ = 
n=l n! 


æa la—lla—?2)..(&— n+l) n 
A o a 1 


(Sugestão : Utilize o exercício anterior e o Exercício 6 da Seção 3.5. 
Utilize, também, o item e do Exercício 14 desta seção e lembre-se de 
20. que(1 + x) é contínua em x = 1 e em x =-1.) a) Seja um real dado, com 


-1 < aq < 0. Prove que para todo x €E 1]-1, 1], 
+o 


ala—li)la—?2)...(a— n+!) 
a+o%=l+ E 1AA O 
n=1 n! 
(Sugestão: 
ala—l)la—?2)..(&a—n+1) 


a(a—bD(a—-2..(a—n+1) =p" 
n! n! 


Proceda, então, como no Exercício 15.) 


b) Seja « < -1 um real dado. Prove que para | x | = 1 a série 
te a(a-l)(a—2)...(a—n+1) £ 
A 


n=1 n: 


é divergente. 


21. Suponha | x | = 1. Calcule o valor da soma. 


22. 


23. 


24. 


+00 
ao 5 (n+2)(n+1)x 


2 
n=0 


+æ 


ya 
\ 


+o 
i 

I xti] = 5 (n+49)(n+ DX) 
\a=0 j n=0 


(Sugestão: 


. çl senx i rd aa -3 

Avalie ] S «x com erro, em módulo, inferior a 10 `. 
0 x 

(Sugestão: Lembre-se da expansão do sen x em série de potências.) 

Suponha que f(x) admita derivadas de todas as ordens no intervalo I e que 

0 € I. Suponha, ainda, que existe M > O tal que, para todo x € I e todo 


natural n > 1, |fm (x) < M. Nestas condições, prove que, para todo x € I, 
z , +% fo 
fF()=f(0+ X - x" 

n=1 a! 


(Sugestão: Utilize a fórmula Taylor com resto de Lagrange. Veja Vol. 1.) 
Considere a função 


1 


FG) = || x?) se x#0 


0 se x=0. 


a) Verifique que f (0) = O para todo natural n > 1. 


b ia tœ rin) 
) Verifique que, para todo x # 0, pa f (0)+ 5 4 yn 


1 


n=l nº 


c) Compare com o exercício anterior e discuta. 


9 


INTRODUÇÃO AS SÉRIES DE 
FOURIER 


9.1. SÉRIE DE FOURIER DE UMA FUNÇÃO 
Vamos iniciar a seção com o seguinte exemplo. 


EXEMPLO 1. Sejam a„ n 2 0, e b „ n > 1, números reais dados. Suponha que a 


série trigonométrica 
+ 
Jo ES 


3 af [ap cos nx + bp sen nx] 
n= 


convirja uniformemente, em [-7, 7], a uma função f. Prove que 


LFR 

dy = = f(x) dx, 
M 2- r 

OI, a 
an = E fíx) cos nx dx.n = 
=” 
e 

E a 

b = a] f(x) sen nx dx, nz. 
TM s-r 


Solução 


Para todo x E[-7, 7), 


+ 0 
(1) f(x) = as (RPE 5 la, cos nx + b, sen nx). 
2 n=1 


Como a convergência é uniforme neste intervalo, e as funções a cos nx + b sen 


nx contínuas, segue que é válida a integração termo a termo. Então 


E (™ aq ço cd 
] f(x)dx = ] Es dx+ È an f cos nx dx + bn | sen nx dx 
GR | SE -ro 


= n=1 


e, portanto, 


n m 
] f (x) dx = w Í dx 
= 7 


eÁ 


pois 
m m 
Í cos nx dx = 0 e Í sen nx dx = 0, n > 1. 
z =S. 
Segue que 
l F 
ag = | f(x) dx. 
T t-r 


Seja, agora, k > 1 um natural fixo. Multiplicando os dois membros de (1) por cos 
kx, a convergência, ainda, é uniforme. (Veja Exercício 4 da Seção 7.3.) 


Integrando termo a termo obtemos 
KL PT 
| f(x) cos kx dx = É 40 coskdx+ a, ] cos x cos kx dx + 
NM & 
em mT 
+b] ] sen x cos kx dx + a» | cos 2x cos kx dx + 
i ~em 


mT 
+ b, l] sen 2x cos kx dx + ... + 
T -=g 
m 


m 
+ aj Í cos kr cos kx dx + by. | senkx cos kx dx + ... 
a i 


Temos 


9 


- 


Ih 20 coskrdr=0 
-o 


m 
Í sen nx cos kx dx = 0,n 2 1. 
E 


(A segunda integral é zero pelo fato de sen nx cos kx ser uma função ímpar.) 
Vamos mostrar, a seguir, que 


m 
Í cos nx cos kx dx = [0 sen#k 
I Im sen=k 


T 3 Tm |l l 
Í cos“ kx dx = Í — + — cos 2kx | dx = 7. 
-r -|2 2 
l 
cos nx cos kx = a [cos (n+k)x+cos (n — kJx]. 
Portanto, 
W 
| cos nx cos kx dx = 0. (Confira.) 
mm 
Conclusão 


LE 
aj = -Í f(x) cos kx dx, k = 1. 
T eg 
De modo análogo, conclui-se que 


LoF ș 
b, = -f f(x) sen kx dx, k =. E 
TI- 


A seguir, vamos definir coeficientes de Fourier e série de Fourier de uma 
função. Seja f : [-7, n] > R uma função integrável. Os números 


| 
AQ = 5 f(x) dx, 
l T s-r 


| T 


a =l f(x) cos nx dx, n > 1 
CURE oat 
e 
l F 
b = al f(x) sen nx dx, n = 1 
l T A-r 


denominam-se coeficientes de Fourier de f. A série 


an ER 

0 5 
A + 2 ja cos nx + b, sen nx] 
4 n=l’ 


onde os a e b são os coeficientes de Fourier de f, denomina-se série de Fourier 
de f. 
Uma pergunta que se coloca de modo natural é a seguinte: a série de Fourier 


de f converge a f ? Na Seção 9.3 estabeleceremos uma condição suficiente para 
que a série de Fourier de f convirja uniformemente a fem [-7, 71]. 


EXEMPLO 2. Determine a série de Fourier de f(x) = x, -7<X<T. 


Solução 


] x cos nx dx = O 
ij 


an = 


| 
T 
pois x cos nx é uma função ímpar; 


l PT PT i 
ba == > X sen nx dx — | X sen nx ax 
M -r 0 


n 
T 


pois x sen nx é uma função par. Integrando por partes, vem 


m | "el 
x sen nx dx =| —— x cos nx| — | —— cos nx dx 
0 n 0 0 n 


e, portanto, 


m 
1+1 
f x sen nx dx = (— 1) sa 


n 


m 
n+1 < 


Sen =). 


n 


(Observe que cos nr = (—1)n, para todo natural n.) Logo, b, = (—1) 


Portanto, 


+æ 9 
5 (—D”+! = sennx 
n = n 


é a série de Fourier de f(x) = x, -T < X < T. 
E 


EXEMPLO 3. Determine a série de Fourier de 


RX) =X, -NSX LN. 


Mostre que a série encontrada converge uniformemente em R. 


Solução 


y 2 T a 
p a x^ cos nx dx = e x“ cos nx dx 
-r mT “0 


e, portanto, 


an=(—1)" > ,n > 1. (Confira.) 
nº 
2 7 ~w r 
Como x^ sen nx é uma função ímpar, 
| [F pI o 
be = a] x sen nx dx = 0,n > 1. 
(i K i 
A série de Fourier da função dada é 
7 + o 
q + 
— + 5 (—1)" — cos nx. 
3 n=1 nº 
Como 
4 


n a | 
|(—17 — cos nx |= a 
nº nº 


para todo x e todo natural n > 1, segue do critério M de Weierstrass que a série 
O E cos ais Ali 
converge uniformemente em R. (Lembre-se de que $ — é a série harmônica 
n=1 no 


de ordem 2 e, portanto, convergente.) E 
A série de Fourier que vamos construir no próximo exemplo será utilizada 
mais adiante. 


EXEMPLO 4. Determine a série de Fourier da função 


se0<x Er 


X 
T 
x 
— se-rsx<0 
T 


Solução 
Como h é uma função ímpar, a função 


h(x) cos nx 


será, também, ímpar. Logo, 


PT 
] h (x) cos nx dx = 0, n = 0. 
md: 


a 
ais as 
T 
Por outro lado, h(x) sen nx é uma função par; daí 


2 m 
b, = —[ h (x) sen nx dx 
T “0 


ou seja, 
m==[ a ——) sen nx dx =—. (Verifique.) 
nT 
Portanto, a série de Fourier da função dada é 
t3 sennx 


Provaremos na Seção A2.2, do Apêndice 2, que esta série converge 
uniformemente nos intervalos [-n, -a] e [a, 7], para todo a, com O < a < m. 


q + f 
: & sen nx 
Provaremos, ainda, que, para todo x Z 0, com x €E [-n, 7t], h œ) = = F ; 


T n=l n 


Evidentemente que, para x = 0, a série converge para zero. 


EXEMPLO 5. Seja f: [-7, n] > R uma função de classe C? e tal que f(-x) = 
flm). Prove que a sua série de Fourier converge uniformemente, em R, para a 


+o 
~ ta 
função F: R > R dada por F (x) = D+ 5 la, cosnx+ b, sen nx] 
4 n=l 


onde os a, e b são os coeficientes de Fourier de f. 
Solução 
EG ., 
lg = —[ fíx)cosnx dx, n =1. 
TM s-r 


Integrando duas vezes por partes, obtemos 


n = 


m 
À | F É (7 n 
(ul f(x) cos nx dx = — [ fim)-f(— 7))cos nx -| f (x) cos nx a| 


Temos 


PT 


fm) — f'(—T)) cos nx — J f(x) cos nx dx |= M} 


onde 


Mı =| f'm) -f'm |+ J, | f"œ | dx. 


Portanto, 


Mı 
Tmn 2 


nal. 


ne 
| a, | a 


Da mesma forma, existe M, > O tal que 


M ia l 


| bn | s p 
q nº 


(É aqui que você vai usar a hipótese f(-x) = f(m). Verifique.) Segue que, para 
todo x real e para todo natural n > 1, 


M 

4 

| ap cos nx + b, sen nx | “a 
nº 


onde M = 


Mı + Mə DEE : sia ; 
1 "2 Pelo critério M de Weierstrass, a série de Fourier de f 
T 


+ 
aq 

=+ I la, cos nx + b, sen nx] 
- n=1 


converge uniformemente, em R, para a função F: R > R dada por 
p +00 
Fo = 2. > 


da n=1 


la, cos nx + b, sen nx]. E 


Exercícios 9.1 =a 


1. Determine a série de Fourier da função dada. 


[1 s0sxrxs 7 


a) f(x) = 4. 
|O se-m<x<o0 


b) fÆ = |x|, -rE xs r 


Í | sel<rx<T”r 
|=1 se-rEx<O 


c) f(x) d) fW)=X,-TExST 
| 0 se -nS xs —1 
e) f(x) = | x+1 se-—l<x<o 


1 se árán 


2. 


9.2. 


oo 
+ E [a cosnx + b, sen nx]. 
2 n=l 


Suponha que, para todo x € R, F œ) = A. 


Prove que F é periódica de período 27. 


Seja f(x) = ex, -n < x < 7. Prove que a série de Fourier de f converge 
uniformemente em R. (Sugestão: Utilize o Exemplo 5.) Seja f: R > R dada 


T se P 
por f()= 3 Sam, 


n=1 n- 


a) Prove que f é contínua. 


b) Prove que 


+00 
F'(x)= 5 
w x) = E 


(Sugestão: Veja Teorema 3 da Seção 7.4.) 


Suponha f: [-7, z] > R de classe C’, N=) = K) e f (70) = f (9. Seja F: 


R > R dada por F(x) = £2 


+ X [a cosnx + b, sen nx] 
p, n=1 


onde a série de 2.º membro é a série de Fourier de f. Prove que, para todo x 


+œ 
E€ R,F'(x)= 5 [nb,cosnx-— na, sen nx]. 
n=1 


(Sugestão: Prove que existe M > O tal que, para todo 
M M Gai a 

n = 1, la| = eb, = = e utilize o Teorema 3 da Seção 7.4.) 
nº nº 


UMA CONDIÇÃO SUFICIENTE PARA 
CONVERGÊNCIA UNIFORME DE UMA SÉRIE DE 
FOURIER 


Vimos no Exemplo 5 da seção anterior que, se f for de classe C? em [-7, 7] e 


f(r) = f(m), então a sua série de Fourier será uniformemente convergente em R. 
Nosso objetivo nesta seção é provar que se f for contínua, de classe C? por 
partes em [-7, 7] e se f(-x) = f(x), então a sua série de Fourier será, também, 
uniformemente convergente em R. Inicialmente, vamos definir função de classe 
C? por partes. 


Seja f: [-7, n] > R. Dizemos que f é de classe C? por partes se existir uma 
partição -n =X, SX <X,<..<X IX S. IX = 


do intervalo [-x, 7] e, para cada índice i, i = 1, 2, ..., n, existir uma função f: 


[xp X] > R 


ip 
de classe C? e tal que, para todo x € Ix xL fŒ) = f. 


EXEMPLO 1. Mostre que a função 


ap [-1 se-msxs0 
F= 4 a raia 
| x4 se Srs 


é de classe C? por partes. 
Solução 
Sejam 


f &)=-1,x € [~r 0] 


f (0) = x, x € TO, 71] 


As funções f, e f, são de classe C”, pois suas derivadas de 2. ordem são 
contínuas. Além disso, f(x) = f (x) em J-7, OL 


fœ = f(x) em 10, nl. 


Logo, f é de classe C? por partes. 


Sugerimos ao leitor dar exemplo de uma função f: [-7, 7n] > R que seja 
contínua e de classe C” por partes. 

O próximo teorema nos conta que se f for contínua, de classe C? por partes 
em [-7, 7] e tal que f(-x) = f(m), então sua série de Fourier convergirá 
uniformemente em R. 


Teorema. Seja f: [-n, n] > Re tal que f(-x) = f(r). Suponha, ainda, 


que f seja contínua e de classe C? por partes em [-7, 7]. Então a série de 


Fourier de f converge uniformemente em R. 


Demonstração 


Para simplificar, suporemos f da forma 


fa) = JA) se-rsxsa 
2 Aa) seasx<a 


onde f: [-7, a] >R e f;: [a, n] > R são supostas de classe C’ e f(a) = f(a). 
(Esta última condição é para garantir a continuidade de f.) Temos, também, 
fiC) = f(x). (Esta condição segue da hipótese.) Para provar que a série de 
Fourier de f converge uniformemente em R é suficiente provar que existe M > 0 


M 
tal que, para todo x € R etodon>1,|a,|= = 
n“ 


M 
| b, |= E i (Por quê?) 


Temos 


= dd 
li 


— —[" f(x) cos nx dx. 
TJ—-m 


m a T 
Í r f(x) cos nx dx = í E fi (x) cos nx dx + | fo (x) cos nx dx. 
T = a 


Integrando por partes, vem 


a 
I l 
LÊ. fi (x) cos nx dx = Pi (a) sen na + ao na 


onde 
r 1 a Gd 
@, = fı (a) cosna — f,(—7) cosnm — i fı (x) cos nx dx; 
= 
m I 1 
| fo (x) cos nx dx = — = fila) sen na + az Br 
a AE s 
onde 
1 1 T ” 
Bn = fo (m)cosnm — fa (a) cos na >j f 2 (x) cos nx dx. 
a 
Portanto, 
an = z” Tis | 
n T 
Mas 


a 
eE fiati m+ f Iri cold 


= 


' ' Fl bd 
= falm) + | f> (a)| + ] | f5 (x) dx. 
a 


B, 
Logo, existe M, > 0 tal que 


F Mi 
an) = "5. 


im 


(Determine um valor para M, que resolve.) Do mesmo modo, mostra-se que 

. Mə 
existe M, > O tal que |b | = — 
E y 


> - (Verifique.) 


My + M2 


5 
n“ 


Logo, para todo x € R e todo n > 1, la, cos nx + b, sen mx = 
A convergência uniforme, em R, segue então do critério M de Weierstrass. 


E 
EXEMPLO 2. Mostre que a série de Fourier de 
fO)=|x| -Tn<x<mr, 
converge uniformemente em R. 
Solução 


f é contínua, de classe C? por partes e f(=17) = f(r). Pelo teorema anterior, sua 
série de Fourier converge uniformemente em R. 


9.3. UMA CONDIÇÃO SUFICIENTE PARA QUE A 
SÉRIE DE FOURIER DE UMA FUNÇÃO CONVIRJA 


UNIFORMEMENTE PARA A PRÓPRIA FUNÇÃO 
O objetivo desta seção é provar que se 


fel-n,n] > R 


for contínua, de classe C° por partes e f(-7) = f(x), então a sua série de Fourier 
convergirá uniformemente, em [-7, 7], à própria função f. Para provar este 
resultado vamos precisar do lema seguinte, cuja demonstração será feita na 
Seção A2.1, do Apêndice 2. 


Lema. Sejam fe g definidas e contínuas em [-7, 7t], tais que ~r) = 


Kn) e gn) = g(r). 


Se, para todo natural n, 


m Pq 
Í f(x) cos nx dx = ] g(x) cos nx dx, n = 0 
e = 


PT PT 
| f(x) sen nx dx = | g(x) sen nx dr, n =, 
= cia -F 


Kx) = g(x) em [-x, 7]. 


Vamos, agora, demonstrar o seguinte: 


Teorema. Seja f: [-7, n] > R contínua, de classe C por partes e tal 
. + o 
que f(=m) = f(r). Seja = + E la, cosnx + b, sen nx] 


á n=1 


a série de Fourier de f. Então, para todo x em [-7, 1], 


ap 


+ 
+ 5 ja, cos nx + b, sen nx] i 
% L í é 
4 n=l 


fœ) = 


sendo a convergência uniforme em [-7, 7c]. 


Demonstração 


Pela hipótese, a série converge uniformemente em R; portanto, em particular em 
[-7, 7]. Seja, então, g: [-7, 7] > R a soma da série em [-7, 7t]; isto é, para todo x 
em [-7, 7], 8 (x) = ay e la, cos nx + b, sen nx]. 
-= n=1 
Observe que g(-m) = g(m) e pelo fato de a convergência ser uniforme g é 
contínua. Sendo a convergência uniforme, segue do Exemplo 1 da Seção 9.1, 
PT 


T m 
que a, = | g (x) cos nx dx.n=0 
T 


ni 


| (7 
de = 4 g (x) sen nx dx, n =, 
z 


mas 


a 


] f(x) cos nx dx, n = O 
— 


a |- 


l à. 
=) f(x) sen nx dx, n =. 
i S 


Como f e g são contínuas e, além disso, 


fr) = f(m) e g(r) = g(1), segue do lema anterior que 


fœ = g œ) em [- 7T, 7). E 


EXEMPLO 1. Tendo em vista o Exemplo 3 da Seção 9.1 e o teorema anterior, 
7 + o , 4 
resulta (1) => +53 (1) TZ COS nx 


para x em [-r, n], sendo a convergência uniforme neste intervalo. Para todo 
2 n 


f m? k 4 
natural n > 1, seja s, 00 = — + X (1) TZ Cos kx. 
3 k=l 


Sendo a convergência uniforme em [-n, T], segue que, para todo e > O dado, 
. r 7 ? 
existe n, (que só depende de e) tal que n > ny => x° — € < s, x) < 1° + € 


para todo x em [-n, n]; isto é, para todo n > n, os gráficos des =s (x), x E€ [-n, 
: : Fra m 2 
n], permanecem na faixa compreendida entre os gráficos das funções y =x — e e 
y=x +e, x € [-n, n]. Na figura abaixo damos uma ideia do gráfico de ses 
(x), para n par. Deixamos a cargo do leitor verificar que s (0) < 0, para n ímpar, 
es (0) > O para n par. (E só observar que, para x = 0, a série é alternada com 
n 


soma zero.) 


A medida que n tende a +00, os gráficos des = s, (x) vão “encostando” cada vez 
mais no gráfico de y = x, x € [-7, n]. (Observe que s = s, (x) é uma função par.) 


P) +00 
= 2 4 
Fazendo x = 0 em (1), obtemos 0 = T+ 5 G p a 
3 n=1 no 
e, portanto, 
2 +% 
LERE E 
12 n=1 n4 


Como se trata de uma série alternada, resulta 


n 
a s pila A 
2 k=1 k4 (n + 1) 


para todo n > 1. (Veja Seção 2.2.) 


EXEMPLO 2. Utilizando o Exemplo 1, determine a série de Fourier da função 


O. 
fis ET. 


mg AT 


Solução 


Pelo Exemplo 1, 


f 
3o n? A AERA. 
= Ed £ (—1)y 72 COS nx, -m SX S T. 


n=1 é 


> 


Como a convergência é uniforme e as funções cos nx são contínuas, é válida a 
integração termo a termo no intervalo de extremidades O e t, para todo t em [-7, 


af 2 


n]. Então, ] a 


+ oe af 
2 a n 4 iris 
xe + > (-) 7] cos nx dx 
0 3 n=1 nº +0 


e, portanto, para todo t em [~n, t], 


3 2 + 00 
t- qo! 4 
—=—+ 5 (—1)”— sen nt. 
3 3 n=1 n- 
Trocando t por x, vem 
e f s AE + o 
=X 4 4. SE 
->——=2L(D-snm,-TE1<7. 


3 n=] nº 


Agora, é só observar que a convergência é uniforme e utilizar o Exemplo 1 da 
Seção 9.1 para concluir que esta é realmente a série de Fourier da função dada. 


EXEMPLO 3. Determine uma série de Fourier que convirja uniformemente, em 
[0, n], à função f(x) =x, 0 <x <T. 


Solução 
Consideremos a função 


g (X) =|x|, TS<X<T. 


Esta função é contínua, de classe C° por partes e g (~n) = g (n). Pelo teorema 
anterior, sua série de Fourier converge uniformemente, em [-m, T], à própria 
função g. Esta série converge, então, uniformemente, em [0, 7], à função f(x) = x, 
7 ai E i. 
0 < x < n. Fazendo os cálculos, chega-se a |y|=2 ++ 3 Eg nx. 
a) ó 
á T n= n 


sendo a convergência uniforme em [-n, 7]. Logo, 


T 2 +00 [1 —1] 
x=—+— 5 —— —cosnx, 
Ps T n= n“ 


sendo a convergência uniforme em [0, n]. Como 


(—1)—ņ1 = 72 se nfor ímpar 
| O se nforpar 
resulta 
4” 
gx=——— 5 — cos(2n— 1)x 


2 Fa=1(2n-1 


para todo x em [0, n], sendo a convergência uniforme neste intervalo. 


Observação. A série de Fourier acima não é a única que converge 
uniformemente em [0, n] à função dada. Por exemplo, a série de Fourier da 


função cujo gráfico é 


também converge uniformemente em [0, n] à função dada. (Por quê?) 


EXEMPLO 4. Determine uma função (não nula) cuja série de Fourier convirja 
uniformemente, em [0, n], à função f(x) = 0,0 <x<7. 


Solução 
A função 
E = T 
X+7 se-TtTsSxsS S 
T z 
8%) = 4 —x se di 


O se0<x=7 


resolve o problema. De fato, g é contínua, de classe C? por partes e g(-m) = g (9; 
logo, a sua série de Fourier converge uniformemente, em [-m, m], à própria 
função g. Portanto, a série de Fourier de g converge uniformemente, em [0, m], à 
função dada. 


EXEMPLO 5. Considere a função 


se —-7ESx<O 


se 0=x=7 


a) Mostre que não existe série de Fourier que convirja uniformemente a h 
em [=71, m]. 

b) Para todo a em 10, nl, seja g, : [-m, n] > R a função cujo gráfico é o 
da figura abaixo. 


Mostre que a série de Fourier de g, converge uniformemente, no conjunto [-7, 
-a] U [a, n], à função h dada. 


Solução 


a) Se uma série de Fourier converge uniformemente no intervalo [-r, n], então 
a sua soma será obrigatoriamente contínua neste intervalo. Como a função 


b) 


dada não é contínua em x = 0, resulta que não pode existir uma série de 
Fourier que convirja uniformemente a h em [~-n, n]. 

A função g é contínua, de classe C? por partes e tal que g, (CT) = g, m). 
Logo, a sua série de Fourier converge uniformemente, em [-n, 1], à própria 
função g, Portanto, a série de Fourier de g, converge uniformemente, em 
[-1, —a] U [a, n], à função h dada. Isto é, para todo x em [-7, -a] U la, T], 
h (x) = ai, Y IN ga (x) sen nx dx ] sen nx, 

T n=1 `T 

sendo a convergência uniforme no conjunto [-n, -a] U [a, n], onde a série 
que ocorre no 2.º membro é a série de Fourier da função g . (Observe que, 


asd cê | (7 à EPTO 
pelo fato de g ser uma função ímpar, à, = — ga (X) cos nx dx = 0, n = 0.) 
g TM s-r 


Com isso terminamos a resolução do Exemplo 5. Vamos, agora, fazer 


mais alguns comentários sobre esse exemplo. Como vimos, para todo x em 
-+ 00 PeT 


: | 
[-1, 1], ®© gaw = — 3 | E „ 8a 0) sen nx dx | sen nx, 
T n=1 


sendo a convergência uniforme em [-7, m]. Seja 


rm 
S, œ) = l | 2a (x) sen kx dx ] sen kx 
i -n SU 


I M= 


ik 
T k 
com x € [-n, n]. Segue que, para todo e > O dado, existe n, (que só depende 
de e) tal que n > n, => g, (x) -E<s,(x)<g, (x) +e 


para todo x em [-x, 7]. (Este fato decorre da convergência (1) ser uniforme 
em [-n, n].) Assim, para n > n, os gráficos de s, = s, (x), x E€ [-n, n] 
permanecem na faixa compreendida entre os gráficos das funções y = g, (x) 
-eey=g, (X) +e, -T<SX<ST. 


Sn = Sn (x) 


À medida que n tende a +00, os gráficos de s.=s, (x) vão “encostando” cada 
vez mais no gráfico de y = g, (x), x E€ [-m, n]. (Observe ques =s (x) é uma 
função ímpar.) Da mesma forma, para n > n, os gráficos des =s (x), com x 
em [-r, a] U [a, n], permanecem na faixa compreendida entre os gráficos 
das funções y = h (x) -e e y =h (x) + €, x E [-7, -a] U [a, n]. 


Observe que 


E m PT 

lim Í 8a (x) sen nx dx = | h (x) sen nx dx. 
as0"*—7 = 

Tendo em vista o que vimos acima, é razoável esperar que a série de 

Fourier de h convirja para h (x), para todo x * 0, com x em [-7, TI], e que a 

convergência deverá ser uniforme em todo conjunto da forma 


© [-7,-—a]U Ja, 7] 


para 0 < a < n. Provaremos na Seção A2.2 do Apêndice 2 que este fato 


realmente ocorre. Isto é, provaremos que, para todo x E [-m, m], 
2 “E sennx [h(x) se x£0 
T n=1 N LO se x=0 


sendo a convergência uniforme no conjunto (2), anterior. (Observe que a 
série que ocorre no 1.º membro da igualdade acima é a série de Fourier de h, 
conforme Exemplo 4 da Seção 9.1.) Este resultado será utilizado na 
demonstração do teorema que enunciaremos na próxima seção. 


Exercícios 9.3 


+o 
1; Seja F : R > R dada por F (x) = — + 5 aņ„cosnx 
- n=1 


Ea A Pr è a 2 
onde a série do 2.º membro é a série de Fourier da função f (x) = x, -T < x 
ST. 


a) Prove que F é contínua. 
b) Verifique que F é periódica de período 27. 
c) Esboce o gráfico de F. 


r ET z z 2 
2. Seja R > R: periódica de período 27, contínua e de classe C4 por partes 
Vo +» 
em [-7, n]. Prove que, para todo x E R, f(x) = Hha z [ap cos nx + by sen nx) 
2 n= 


onde a série do 2.° membro é a série de Fourier de f. 


3. Sejama,n>0eb,n>1 números reais dados. Seja f: [-m, n] > R dada 


+ 
p apn 
por fœ) = —+ E apcosnx + b, sen nx. 
> 
< n=1 


Prove que f (~-n) = f(m). 


4. Seja f(x) = x, -mn < x < m. Existe série de Fourier que convirja 


uniformemente a fem [-n, n]? Justifique. 


Seja f (x) =x, a <x <n, onde a €E |-r, O[ é um real dado. Determine uma 
função g: [-n, n] > R cuja série de Fourier convirja uniformemente a fem 
la, n]. Justifique. 


Seja a um real dado, com O < a < m. Seja f uma função definida em [-7, 
-a] U [a, n], dada por f (x) = 1. Determine uma série de Fourier, com pelo 
menos dois coeficientes não nulos, que convirja uniformemente a f em 
[-1, —a] U la, n]. Justifique. 


Seja f : [-n, n] > R uma função par, contínua e de classe C° por partes. 
Vo += 

Prove que, para todo x em [-7, TU], f(x) = — + E a,cosnx 
- n=1 


que a convergência é uniforme neste intervalo, onde 


LiT 
ES ] f(x) cos nx dx, n = 0. 

T er 

Seja f : [-n, n] > R uma função ímpar, contínua, de classe C? por partes e 
+% 


tal que f (1) = O. Prove que, para todo x em [-=m, T], fœ) = E bsennx 
n=1 


e que a convergência é uniforme neste intervalo, onde 


LT” s 
= ] f(x) sen nx dx, n > 1. 
Tm e-q 
+00 
Seja F: R > R dada por F (x)= X bysennx 
n= 


onde a série do 2.º membro é a série de Fourier de f (x) = x° —1x, -n < x < 
T. 


a) Prove que F é contínua e esboce o gráfico. 
b) Prove que, para todo x, 


+20 
d > — E y m p 
Fl)= E nbą,cosnx 
n=1 


(Sugestão para o item b: Utilize o Exercício 5 da Seção 9.1.) 


9.4. CONVERGÊNCIA DE SÉRIE DE FOURIER DE 
FUNÇÃO DE CLASSE C2 POR PARTES 


Sejama,n>0eb,n>1 reais dados. Como já sabemos, se, para todo x € R 


+o 
P di 
,f@= 2+3 [a„ cos nx + b, sen nx], 


> 
— n=l 


então a função f será periódica de período 27. (Este fato decorre de as funções 
cos nx e sen nx serem periódicas de período 2r.) Seja f: R > R uma função 
contínua e periódica de período 2n. Suponhamos que f seja de classe C? por 
partes em [-n, n]. Do que aprendemos nas Seções 9.2 e 9.3, resulta que, para 
todo x E R, fœ) = a + s la, cos nx + b, sen nx], 

sendo a convergência er em R, onde os a, e b, são os coeficientes de 
Fourier de f. 

Observamos que uma função f : R > R, periódica de período 2n, fica 
completamente determinada pelos seus valores no intervalo [-n, n]. (Por quê?) 
EXEMPLO 1. Seja f : R > R, periódica do período 27, dada por f (x) = | x |, — 
<x < n. Esboce o gráfico de f. 


Solução 


A função f do exemplo acima é contínua e periódica de período 27; além 


: F 2 P ' 

disso é de classe C^ por partes em [-r, 1]. Logo, sua série de Fourier converge 

uniformemente a f em R. A série de 
+00 — n— 

m 2 (=1) l 


Fourier de f é 
vos nx. (Confira.) 


2 T n=l nº 


Segue que, para todo x € R, 


+00 |/— 1" — 

. m 2 (—1) l 

fœ) = —+— 3 q PR, 
2 T n=l no 


sendo a convergência uniforme em R. Seja 


Observe que, para todo natural n > 1, s, = s, (x) é uma função par. Para n 
suficientemente grande, o gráfico des =s (x) tem o aspecto mostrado na figura 
a seguir. 


Quando n tende a +90, os gráficos de s = s, (x) vão “encostando” cada vez mais 
no gráfico de f. 


EXEMPLO 2. Seja f: R > R, periódica de período 27, dada por f(x) = x, -T < x 
ST. 


a) Esboce o gráfico de f. 

b) Determine uma série de Fourier que convirja uniformemente a f em todo 
intervalo fechado da forma [(2n — 1) n + a, (2n + 1) n — a], com n inteiro e a 
um real dado, 0 <a < n. 


Solução 


b) Seja a € 10, n[ um real dado. Consideremos a função g: R > R, periódica 
com período 27, cujo gráfico é o apresentado na figura abaixo. 


A função g é contínua; além disso, é de classe E por partes no intervalo [~-n, m]. 
Observe que g, (71) = g, (m) 0. A série de Fourier de g converge uniformemente 
a f em todo intervalo fechado da forma [(2n — 1) n +a, (2n+1)n- a] 

com n inteiro. Esta afirmação decorre do fato de que a série de Fourier de g, 
converge uniformemente a g, em R e g, coincide com a f em cada intervalo da 
forma acima descrita. Observe que os coeficientes de Fourier de g, tendem para 
os coeficientes de Fourier de f quando a tende a zero. Desta observação e do que 
vimos acima resulta ser razoável esperar que a série de Fourier de f convirja 
uniformemente a f em todo intervalo fechado em que f for contínua. O teorema 
que enunciaremos a seguir garante-nos que isto realmente acontece. 


Antes de enunciar o próximo teorema, introduziremos as seguintes notações. 
Suponhamos que a função f admita limites laterais finitos no ponto p. O limite 


lateral à direita será indicado por f (p) e o lateral à esquerda, por f (p`): 
fp = lim fax) 
x> pf 


f(pD)= lim f(x). 


x> p— 


i KAA x 2 

Teorema. Seja f: R > R periódica com período 27 e de classe C 
por partes em [-m, n], mas não necessariamente contínua neste 
intervalo. Sejam a,n>0eb,n>1 os coeficientes de Fourier de f. 


Então, para todo x real, tem-se: se f for contínua em x, 


a tg 
eS la, cos nx + b, sen nx]; 
” 


fe) = 


se f não for contínua em x, 


TOA Tia) 


o) 


dai 


a 

= 45 [a, cos nx + b, sen nx]. 

= 
- n 


Além disso, a convergência será uniforme em todo intervalo 
fechado em que a f for contínua. 


o i 3 ž . que Ê 2 
Observação. O teorema acima ainda será verdadeiro se a hipótese “classe C 
por partes” for trocada por “classe C! por partes”. 


A demonstração deste teorema é deixada para a Seção A2.3 do Apêndice 2. 


EXEMPLO 3. Seja f: R > R a função periódica, com período 2r, dada por 


| | se-7r<x<0 
= 


(x 
J 7 se 0S xs 
LI 
Esboce o gráfico da função F: R > R dada por 
+ 
F (x) = fog! À +Y (a, cos nx + ba sen nx) 


2 n=1 


onde a série do 2.º membro é a série de Fourier de f. 


Solução 


Como f é periódica de período 2n e de classe C° por partes em [-n, T], 


podemos aplicar o teorema anterior. Assim, 
| f(x) se f for contínua em x 
F (x)= 4 f (xt)+ f (x7) 


| > 


4 


se f não for contínua em x. 
Segue que F: R > R é a função periódica de período 2m dada por 


l 
l ~ .— 
F()= 47 Se x=0 


x 
— se 0<x<7 
Rui 


(Observe que a função f só é descontínua nos pontos da forma 2nn, n inteiro, e 
nestes pontos, o limite lateral à direita é zero e o lateral à esquerda é 1; assim, 


em todo x em que f é descontínua 
E E 
2 2 2 


Para mais informações sobre as séries de Fourier e suas aplicações sugerimos 
ao leitor as referências bibliográficas 12, 16 e 19. 


Exercício 9.4 


Esboce o gráfico da função F : R > R dada por 


n +o 
L Ts ap AG e = k 
F (x) = =+ s (a„cosnx + b, sen nx), 
p. n=1 


onde a série do 2.º membro é a série de Fourier da função f : R > R, 


mT 
| æ-r&r<-— 
2 
ez 1 z TE e mT mT 
periódica de período 2n, dada por! 1095 42 se -— = x= — 
2 2 
mT 
| se —<x< T 
2 


se -nmn&x<0 


se Srl rn 
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EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DE 1.º 
ORDEM 


10.1 EQUAÇÃO DIFERENCIAL DE 1.2 ORDEM 


Por uma equação diferencial de 1.º ordem entendemos uma equação do tipo 


= = F(x,y) (ouy' = F(x,y)) 
onde F(x, y) é uma função definida em um aberto Q do R°. Uma função y = y(x) 
definida em um intervalo aberto I é uma solução dessa equação se, para todo x 
em 1, ocorrer y'(x) = F(x, y(x)). 
EXEMPLO 1. Verifique que y= e*”, xe R, é uma solução da equação diferencial 


dy 


rs 2xy. (Aqui F(x, y) = 2xy e Q = R°.) Solução 
ax 


Precisamos verificar que sendo y = e¥^, a igualdade a = 2xy se verifica para 
" ax 


todo x. 


Para todo x, temos 


Assim, y = e*”, x em R, é uma solução da equação dada. 
E 


EXEMPLO 2. Determine uma solução y = y(x) da equação 2 =3x+5 que 
a. 
satisfaça a condição inicial y(0) = 2. (Aqui F(x, y) = 3x + 5.) Solução 


O que queremos aqui é uma função y = y(x), com y(0) 2, cuja derivada seja 


E - 3x? E n 
3x + 5. Então, y= ] (3x + S)dx = = + Sx+k,k constante, é solução da 


x 3r- 
equação. Segue que y= — 
dada. 


+ 5x + 2 é uma solução satisfazendo a condição 


EXEMPLO 3. Determine uma função y = y(x), com y(1) = 2, que satisfaça a 
seguinte propriedade: o coeficiente angular da reta tangente no ponto de abscissa 
x é igual ao produto das coordenadas do ponto de tangência. 


Solução 


O coeficiente angular da reta tangente no ponto de abscissa x é y (x) e o 
ponto de tangência é (x, y(x)). Devemos ter, então, y' (x) = xy(x). 


Assim, a função que queremos determinar é uma solução da equação diferencial 


Tendo em vista a condição y(1) = 1, podemos supor y(x) > O para todo x no 
domínio I da função, sendo I um intervalo. Segue que, para todo x em I, 


y(x) 
devemos ter ET =x. 


Lembrando que (In y(x) = 2tU e que [= | = y, teremos 
y(x) EE 


(In yœ) = [= | para todo x em Z. 
Segue que existe uma constante k tal que 


a 
x 
In y (x) = — + k para todo x em 1. 
(Lembre-se: duas funções que têm derivadas iguais em um intervalo, neste 


intervalo, elas diferirão por uma constante.) Da condição y(1) = 1 segue que 


| 


In 1) = 2 + k, ou seja, k= — —. 


Conclusão: y = e% — )/2 x qualquer, resolve o problema. 
E 


O objetivo deste capítulo é o estudo das equações diferenciais ordinárias de 
1.º ordem. 


10.2 EQUAÇÕES DE VARIÁVEIS SEPARÁVEIS. 
SOLUÇÕES CONSTANTES 


Uma equação diferencial de 1.º ordem de variáveis separáveis é uma equação da 
forma 

(1) d = gO)h(y) (ou E = e(t)h(x)) 

dx : dt 

onde g e h são funções definidas em intervalos abertos I, e L, respectivamente. 
Observe que uma solução de (1) é uma função y = y (x) definida num intervalo 


aberto I, com I C L, tal que para todo x em I, y' (x) = gœ&)hQ(x)). 


EXEMPLO 1. + =x" é uma equação de variáveis separáveis. Aqui g(x) = x e 
ax 


hy) y. 
E 
EXEMPLO 2. = = ¢? + x? é uma equação diferencial de 1.º ordem, mas não de 
ai 
variáveis separáveis. 
E 
EXEMPLO 3. Verifique que x(t) =- — T —1 <ż< 1, é solução da equação 
dx 3 
— = f“ 
dt 
Solução 


Precisamos mostrar que, para todo t em ]-1, 1[, x! (t) = t[x(t)]. Temos 
, d| 2 A 4t 
x(t)— — 3 | CEAR Gadi 
dy fe) (=P 


f, 
txt) = 1|-—— aa a, 
ft“—1 t“ = 


Logo, para todo t em ]- 1, 1[, 


xA = tiA] 


> 
ou seja, x(f) = — >>—, —1 <t < 1, é solução da equação. 
72 


Vejamos, agora, como determinar as soluções constantes, caso exista 
alguma, de uma equação de variáveis separáveis. Para que a função constante 
y(x) = a, x em L, (a constante) seja solução de (1) devemos ter, para todo x em L, 
y'(x) = g(x)h(y(x)), ou seja, O = g(x)h(a) pois y'(x) = 0 e y(x) = a. Supondo então 
que g(x) não seja identicamente nula em 1,, deveremos ter h(a) = 0, ou seja, para 
que a função constante y(x) = a, x em I, seja solução basta que a seja raiz da 
equação h(y) = 0. 


Soluções constantes de uma equação de variáveis separáveis 


Supondo g(x) não identicamente nula em I, a função constante y(x) = a, 


z ag dy f n 
x em I, será solução de — = g(x)h(y) se a for raiz da equação h(y) = 0. 
dx 


Atenção. Se as variáveis y e x forem trocadas respectivamente por x e t, a função 

constante x(t) = a, t em I , será solução de E = g(Dh(x) se a for raiz da equação 
é 

h(x) = 0. 


Jy 
EXEMPLO 1. Determine as soluções constantes de E =x(1- y’). 
ax 


Solução 
hy)=1-y:h(y))=051-y=0.Comol-y=05y=1ouy=-1 
resulta que 


yx)=1ey(x)=-1 


são as soluções constantes da equação. 


EXEMPLO 2. A equação — =4+ x° não admite solução constante, pois h(x) = 
í 


4 + x° não admite raiz real. 


Exercícios 10.2 


1. Assinale as equações diferenciais de variáveis separáveis. 


y ty y 
a) y IAEA 
dx dx X 
i > {x 
= d Z =x+t 
dt dt 
` dy x+y ix 
e a H S =x1+ ê) 
dx x* +1 dt 


2. Verifique que a função dada é solução da equação dada. 


Jy 
a) xt) = tg t, — E rela ep e BR 
2 2 dt 
e» y 
b) y(x) = — — T. DE 
x +1 dx 
c) x(t)=4e d- to? — 16) 
dt 
d yw)=1,x>0,e eo pes 
dx X 
2,9 dy 
e) y=e"2e— =)» 
dx 


3. Determine, caso existam, as soluções constantes. 


{y % d; y y 
a) “o. = xy b) ax =xº—x 
dx 5 dt 
tx ly x 
o) D=1(1+22) d) = =— 
dt dx y 
ty y? +23 
iy dy : 2y 
e) E = xy? +y-2) == 


dx dx x 


10.3 EQUAÇÕES DE VARIÁVEIS SEPARÁVEIS: 
MÉTODO PRÁTICO PARA A DETERMINAÇÃO 
DAS SOLUÇÕES NÃO CONSTANTES 


Consideremos a equação de variáveis separáveis 


É = g(h) 

dx 
com g(x) e h(y) definidas e contínuas nos intervalos abertos I e L, 
respectivamente. Lembre-se de que uma solução desta equação é uma função y = 


y(x), x em um intervalo aberto I, com I C I, tal que para todo x em I 
(1) yŒ) = ghy). 


Uma pergunta que surge espontaneamente é a seguinte: como deveremos 
proceder para determinar uma solução y = y(x), x em um intervalo aberto I, 
satisfazendo a condição inicial (x,, y,), com x, em I e y, em I? Bem, se h,) = 
0, então a função constante y(x) = y, x E€ I, será uma solução. Se h(y,) Z 0, y, = 
y(x,), tendo em vista a continuidade da composta h(y(x)) e o teorema da 


conservação do sinal, poderemos supor h(y(x)) O para todo x em I. Desta forma 
y(x) 


a equação (1) será equivalente a = g(x),x E l. 


h(v(x)) 
Daí, 


e v (dx e 
| Eca nda | e(u)dx + k, x em Te k constante, 
hiy(x)) 


onde as integrais estão indicando primitivas particulares dos integrandos. Com a 


mudança de variável y = y(x) (dy = y'(x)dx) teremos | eo = | g()dx + k. 


Para obter uma solução não constante e satisfazendo a condição inicial dada é só 
integrar e escolher k adequadamente. Tudo isso nos sugere o seguinte método 
prático para determinação de soluções não constantes: 


Método prático para determinação de soluções não constantes 


dy 
— = g(x)h(y) 
dx 


dy 
hiy) 


= g(x)dx (separação das variáveis) 

r dy f 

| — = | g(xIdx 

h(v) 
H(y) = G(x) +k 
É E ind l . 

onde H(y) e G(x) são primitivas de h * g(x) respectivamente. 
Observação. Pode ser provado que se g(x) for contínua em I, e h'(y) contínua 
em 1, então todas as soluções não constantes serão obtidas pelo processo acima. 


(Veja Vol. 1, pág. 446, 5.º edição. Veja, também, o Cap. 14 deste volume.) 
EXEMPLO 1. Resolva a equação — = xy. 
ax 


Solução 
Primeiro vamos determinar as soluções constantes. 


hy)=y:y7/=0Sy=0. 


Assim, y(x) = O é a única solução constante. Vamos agora determinar as soluções 
não constantes. 


dy X 
Et xy“ 


dx 


dy ` E ei 
— = xdx (separação das variáveis) 
y2 


EXEMPLO 2. Com relação à equação do exemplo anterior, determine a solução 


que satisfaça a condição inicial dada. 


a) y(1)=0 
b) y(0)=1 
c) y(0)=-1 
Solução 


a) A solução constante y(x) 0 satisfaz a condição inicial y(1) = 0. 


b) y= are 1 aad l. Como para x = O deveremos ter y = 1, vem 
A. 4K 
E 
= ST ou seja, k ==], 
Segue que 
2 
y(x) = — — ,— V2 <x<Nv2, 
pi 


satisfaz a condição inicial dada. (Lembre-se: o domínio de uma solução é sempre 
um intervalo; no caso em questão, tomamos —.2 <x <4 
= 


c) y=-——— e yv(0)=-1. 
E x2+2k ` 
deverá conter x = 0.) 
2 
— = B EAF 5 
04 + 2k 
Segue que 
2 
yí x) = —— xER 
é i aT 
satisfaz a condição inicial dada. 
E 


EXEMPLO 3. Resolva Ei =tx 


at 


|2, pois o domínio 


ou seja k = 1. 


Solução 


x(t) = O é a única solução constante. 


Determinemos, agora, as soluções não constantes. 


Daí, 


k 


34 š # 
Ix I = ket 3, k >0(k =e1). 


Se x= ke" Be sex<0,x=-— ke". seguequex= ke, onde k é O é uma 
constante real qualquer. A solução constante x(t) = O poderá ser incluída nesta 
família e, para isso, é só permitir que a constante k assuma, também, o valor 
zero. Deste modo, x = k e!*'3 com k uma constante real qualquer, 

é a família de todas as soluções da equação. 


E 
EXEMPLO 4. Determine a função y = f(x), tal que 1) = 1, que goza da 


seguinte propriedade: o coeficiente angular da reta tangente no ponto de abscissa 
x é igual ao produto das coordenadas do ponto de tangência. 


Solução 


Para todo x no domínio de f devemos ter 


fœ = xf). 


Assim, a função procurada é solução da equação 


Como a solução constante y(x) = 0 não satisfaz a condição inicial dada, segue 
que a solução é uma função não constante. Sendo y = y(x) a solução procurada, a 
condição f1) = 1 nos permite supor y(x) > O. Temos 


dy = 
| mi = ] x dx e, portanto, In y = — + k. 
y 2 


Da condição y = 1 para x = 1, resulta 


j? l 
In 1 = — + ke, portanto, k = ——. 
2 2 


A função procurada é, então, 


(x2/ 


/2-1/2) a = l x2) 
e “*,ousea, y= -pmen s. a 
ve 


b'i = e 


EXEMPLO 5. Determine o tempo necessário para se esvaziar um tanque 
cilíndrico de raio 2 m e altura 5 m, cheio de água, admitindo que a água se escoe 
através de um orifício, situado na base do tanque, de raio 0,1 m, com uma 
velocidade v = \2ghħ m/s, sendo h a altura da água no tanque e g = 10 m/s” a 
aceleração gravitacional. 


Solução 


Seja h = h(t) a altura da água no instante t. O volume V = V(t) de água no 
tanque no instante t será V(t) = 4nh(t) 


e assim 


Por outro lado, supondo At suficientemente pequeno, o volume de água que 
passa pelo orifício entre os instantes t e t + At é aproximadamente igual ao 
volume de um cilindro de base rr” (onde r é o raio do orifício) e altura v()At 
(observe que a água que no instante t está saindo pelo orifício, no instante t + At 
se encontrará, aproximadamente, a uma distância v(t)At do orifício, onde v(t) é a 
velocidade, no instante t, com que a água está deixando o tanque). Então, na 
variação de tempo At, a variação AV no volume de água será AV = —v(zr At. 


É razoável, então, admitir que a diferencial de V = V(t) seja dada por 


dV = —v(inr'dt. 


ou que 
de dV Y 
(2) — = yi jr". 
E dt 
De 1) e © resulta 
1) > 
gn = —y(t jr. 
dt 
Sendo v = «20h er = 0,1, resulta que a altura h = h(t) da água no tanque é regida 


pela equação o =—(0,01,20h,h > 0. 
dt 


Temos 


r 400 i 
| dh = — ] dt e, portanto, 


800 


= Jh =-t+Kk. 


De h(0) = 5, resulta k = 400. Assim, 


(—t + 400)2. 


| 


O tempo necessário para esvaziar o tanque será, então, de 400 segundos ou 6 
min e 40 s. 


EXEMPLO 6. Uma partícula move-se sobre o eixo x com aceleração 
proporcional ao quadrado da velocidade. Sabe-se que no instante t = 0 a 
velocidade é de 2 m/s e, no instante t = 1, de 1 m/s. 


a) Determine a velocidade v = v(t), t > 0. 
b) Determine a função de posição x = x(t), t > 0, supondo x(0) = 0. 


Solução 


a) O movimento é regido pela equação 


onde a é a constante de proporcionalidade. 


f dv | 
| y= | a dt e, portanto, — — = at + k. 
y 


Segue que 


Para t = 0, v = 2, assim 


e 
f- 


, Ou seja, k= se 
k ` 2 


Para t = 1, v = 1, assim 


| | 
|l=— + OU seja, 4 =— —. 


Logo, v(t) = : 


b) De BE. v. resulta dx i 
dt dt 1+t 


~ A ” 
| dx = | = dte,poranto,x=2Inl+)+kt=O0. 
L=+ É 


Tomando-se k = 0, a condição inicial x(0) = O estará satisfeita. Assim, x(t) = 2 
In(1 +t), t20. 


E 
No próximo exemplo, vamos precisar da segunda lei de Newton que diz: a 


resultante das forças que agem sobre uma partícula é igual ao produto da 
massa da partícula pela sua aceleração. 


Segunda lei de Newton 


7 aceleração e >. Fk resultante das forças que 


onde m é a massa, % 
k=] 


atuam sobre a partícula. 


Observação. No sistema internacional de unidades (SI) a unidade de 
comprimento é o metro (m), a de tempo o segundo (s), a de massa o quilograma 
(kg), a de força o newton (N) e a de trabalho o joule (J). Sempre que deixarmos 
de mencionar as unidades adotadas, ficará implícito que se trata do sistema SI. 


EXEMPLO 7. Uma partícula de massa 1 kg deslocase sobre o eixo 0x e sabe-se 
que sobre ela atuam uma força constante, paralela ao movimento, de 5 N e uma 
força de resistência, também paralela ao movimento, e cuja intensidade é igual à 
velocidade v. Sabe-se, ainda, que v(0) = 0 e x(0) = 0. Qual a posição da partícula 
no instante t? 


Solução 


Sendo x = x(t) a posição da partícula no instante t, pela 2.º lei de Newton, a 
-d 2x dx 


~ . è E Y 
equação que rege o movimento é “> = 5 — Æ ou seja, > = 5— v 
dtt dt dt 
z. mo Ue PES 
pois, ” = -z7 Como v(0) = 0, para t próximo de zero teremos 5 — v > 0. Podemos, 
t 


então, supor 5 — v > O para todo t no domínio de x = x(t). Temos 


dv N ~ 
= dte daí — In(5 — v) =t + k. 


=, 
De v(0) = 0, resulta k = — In 5. Segue que 


—t— - +In5 = In 5 
5S-v=e'touv=5-e + NS=5- e relns, 


Como e" º = 5 v=51- ed) t > 0. Temos, então, 


dE as y o g o 
e (= Vex=| S(1 — e~t )dt = 5t + 5e™ + k. 
at 


Para que a condição x(0) = O seja satisfeita, basta tomar k = — 5. Assim, x = 5(t + 
e :— 1), t20, 


é a posição da partícula no instante t. 


Exercícios 10.3 


Resolva 


ix jy 2 
a) Zy b) RR e 
at ax 
dy > -Ar 
c) — =xº+1 dj ==000=10) 
ax at 
{x t . jy y 
e) a LE x>0 f) Db Ed x>0 
dt X dx X 
| b 2 ` iv 
8) E = 22 — 1 h) Edi 
dt ax 
lv . l 
ay ~% ax 
i) m E: J) —=Int 
dt dt 
9 
ty Eye Is 
ly = cdr x>0 m tes 
dx b dt 
tu 1 lx tX 
n = ~,u>0 0) == 
dy us dt Lts 
dy x dx t x x 
BM ==D08; Ji SS g =S 
ax - - dt cos x 2 2 
| 37 tv 
r) Sa SE 5) E —y2 
ax ao 2 dt 
ce amo Es | dx 
) £ =— (C constante) i) = x + 2) (a constante) 
dV V dt 


Determine y = y(x) que satisfaça as condições dadas. 


a) y e y(0)=1 b) Lyi y2 -4e v(D)=2 
dx f dx ` f 
c) DE. uu E d) Day -4ey(0)=1 
dx f f 2 dx ` f 
A ~ dV V 
Suponha que V= V(p), p > 0, satisfaça a equaçao do yp’ Yy constante. 


Admitindo que V = V, V, > 0, para p = p, mostre que Vp = V/p,, para 
todo p > 0. 

O coeficiente angular da reta tangente, no ponto de abscissa x, ao gráfico 
de y = f(x), é proporcional ao cubo da ordenada do ponto de tangência. 


Sabendo que f!) = determine f. 


T, 
yá 

Um corpo de massa 10 kg é abandonado a uma certa altura. Sabe-se que as 
únicas forças atuando sobre ele são o seu peso e uma força de resistência 
proporcional à velocidade. Admitindo-se que 1 segundo após ter sido 


abandonado a sua velocidade é de 8 m/s, determine a velocidade no 


instante t. Suponha que a aceleração gravitacional seja de 10 m/s”. 
(Lembre-se de que o peso do corpo é o produto de sua massa pela 
6. aceleração gravitacional.) A reta tangente ao gráfico de y = f(x), no ponto 
(x, y), intercepta o eixo y no ponto de ordenada xy. Determine f sabendo 
que f(1) = 1. 
7. Determine a curva que passa por (1, 2) e cuja reta tangente em (x, y) 
intercepta o eixo x no ponto de abscissa Z, 


8. Um corpo de massa 2,5 kg cai do repouso e as únicas forças atuando sobre 
ele são o seu peso e uma força de resistência igual ao quadrado da 
velocidade. Qual a velocidade no instante t? Suponha que a aceleração 
gravitacional seja de 10 m/s”. 

9. Para todo a > 0, o gráfico de y = f(x) intercepta ortogonalmente a curva x? 
+ 2yº = a. Determine f sabendo que f(1) = 2. 

10. Para todo a > 0, o gráfico de y = f(x) intercepta ortogonalmente a curva xy 
= q, x > 0. Determine f sabendo que f(2) = 3. 

11. Determine uma curva que passa pelo ponto (0, 2) e que goza da seguinte 
propriedade: a reta tangente no ponto (x, y) encontra o eixo x no ponto 4, 
de abscissa positiva, de tal modo que a distância de (x, y) a A seja sempre 
2. 


10.4 EQUAÇÕES LINEARES DE 1.º ORDEM 


Uma equação diferencial linear de primeira ordem é uma equação do tipo 


dy . 
(1) = = f(x) + g(x) 
dx i 


onde f(x) e g(x) são funções contínuas definidas num mesmo intervalo I. Se g(x) 
= 0 em J, então diremos que (1) é uma equação linear homogênea de 1.º ordem. 


EXEMPLO 1. & = xy + 1 é linear de 1.º ordem; aqui f(x) = x e g(x) = 1. Esta 


dx 
equação é linear mas não homogênea. 


EXEMPLO 2. a = x é linear de 1.º ordem e é, também, de variáveis 


at 
separáveis; aqui f(t) = É e g(t) = O. Trata-se, ainda, de uma equação linear 


homogênea de 1.º ordem, pois, g(t) = O para todo t. 


iy ” aa r ë e7 . 
EXEMPLO 3. = =5y? + sen sen x não é linear e tampouco de variáveis 
ax 


separáveis. 


z 


T A dy 
Se g(x) = 0 em I, teremos a equação linear homogênea de OO) que é, 
ax 
também, uma equação de variáveis e cuja solução é 


Í fixidy 
y= ke!” «kemR. = 


EXEMPLO 4. Resolva a equação N = x2y. 
u. 


Solução 


Trata-se de uma equação diferencial linear e, também, de variáveis 
separáveis. Separando as variáveis, integrando e observando que a função 


constante y = O é, também, solução, obtemos a solução geral 
y = kel, k em R. a 


A seguir, vamos destacar a fórmula para o cálculo das soluções de (1). 


Fórmula para as soluções de uma equação diferencial linear de 1.º 


ordem 
As soluções da equação 


dy f 
— = f(x)y + g(x) 
dx 


são dadas pela fórmula 


y= el Kays É + | gix e] fi tar k em R, 


onde as integrais indicam primitivas particulares dos integrandos. 


Para chegar a esta fórmula, vamos olhar primeiro para a equação homogênea 


dy as O : x | f(x)dx Á 
pes = f(x)y, cuja soleção, como Sdemos, é y= ali xJax Ee, COMO k é uma constante, 


tu. 


isto significa que a derivada do quociente é zero. Calculando a derivada 


| fœ)dx 
deste quociente, observase que a razão do Ai é o aparecimento no numerador, 
após simplificação, da expressão y' — f(x)y. Então, se supusermos y = y(x) 
solução de y' = f(x)y + g(x), no numerador deverá aparecer g(x), pois, neste caso, 
y' fy = g(x). Vamos conferir? Sendo, então, y = y(x) solução de y' = f(x)y + 


g(x) teremos, também, y' = f(x)y = g(x). Temos 
| f(x)dx | fixidx f ; 
d y es ye! TENK yf(x je! PM -Y-VYO) gw) 
dx f fix)dx 2 [fi x)dx Í f(x)dx [fi x)dx 
e e: e Es 
ou seja, 
À y -Í f(x)dx 


—| a Ege 
dx | f(x)dx i 
e: 


Integrando, resulta 


y a Í fix dx, 


=k+ Jai xe ix 


Í fix dx 
e 


e portanto, 
y= ejfe ela + Ja xe 3H ax | kem R, 
onde as integrais indicam primitivas particulares dos integrandos. 


EXEMPLO 5. Resolva a equação = = 3y + 4. Qual a solução que satisfaz a 
ax 


condição inicial y(0) = 5? 
Solução 


Trata-se de uma equação linear onde f(x) = 3 e g(x) = 4. As soluções são 


a ; [3 dx r, —[3dx 
então dadas pela fórmula y = e!“ E + ] PE lado ax 


ou seja, 


3y ja Ne 
y= ke* + e” ] de dx. 


Y a 4 no 
De ] 4e73*dx = — — e73, resulta 
% 


4 
y= ke ——, k em R. 


3 


z ; be 4 . 
Para que tenhamos y(0) = 5, k deverá satisfazer a equação 5 = k — —, ou seja, 


19 : o 19 A 
ke Assim, a solução y = — e3x 


- ; o 
E satisfaz a condição dada. 


Esqueceu a fórmula? Caso tenha esquecido a fórmula, proceda do seguinte 


E x dy ' . 
modo. A solução da equação o 3y é y=ke* Construamos, agora, O 
ax 


, 


y . . , E 
zy. Derivando este quociente e supondo que y = y(x) seja solução da 


~ d y vex = Ive3x y er 3y 4 
equação dada, vem e e | . A | E 
ax 


quociente 


eo X 


Integrando, obtemos 


Cuidado. Tudo isso funciona bem porque a equação é linear!! 


O próximo exemplo mostra como a equação diferencial linear se relaciona 
com a matemática financeira. 


EXEMPLO 6. Certa pessoa faz hoje uma aplicação de R$5.000,00 em uma 
instituição financeira que remunera o capital aplicado de acordo com a equação 
Ti 0.02C, onde C = C(t) é o valor da aplicação no instante t, sendo t dado em 


dt 
. ; Ê . dC ž 
meses e C em reais. Observe que o capital C está variando a uma taxa a Wé 
dt 


proporcional ao valor do capital no instante t, sendo 0,02 o coeficiente de 
proporcionalidade. 


a) Qual o valor do capital aplicado no instante t? 

b) Qual o valor da aplicação daqui a um mês? E daqui a 2 meses? 

c) Qual a taxa mensal de juros compostos que a instituição financeira está 
pagando? 

d) Interprete o coeficiente de proporcionalidade 0,02. 


Solução 


a) E uma equação linear e, também, de variáveis separáveis. Integrando, 
obtemos C = ke??? 


Como o valor da aplicação realizada hoje foi de R$5.000,00, segue que C(0) = 
5.000. 

Deste modo, C = 5.000 e”: será o valor da aplicação no instante t. 

b) Para t = 1, C = 5.000 e?” = 5.101, 00670015, pois e™%° = 1,02020134, logo o 
valor da aplicação daqui a 1 mês será de R$5.101,01. E daqui a dois meses 
teremos C = 5.000 e”, ou seja, C = 5.204,05. Assim, daqui a 1 mês o valor da 
aplicação será de R$5.101,01 e daqui a dois meses o valor será de R$5.204,05. 
5.000 e? = 5.000 + 5.000 . 0,02020134, 


————— aaa 
juros 


compostos que está sendo paga pela financeira é de 2,020134% ao mês. 


c) Como segue que a taxa de juros 


d) Antes de interpretar o coeficiente 0,02, vamos fazer um pequeno comentário 
sobre taxa de juros compostos e taxa nominal de juros. Por exemplo, se 
aplicamos hoje um valor C, a uma taxa de juros compostos de i% ao mês, isto 
significa que daqui a 1 mês o montante da aplicação será de 
C = Co + Co x ie = Co (1 + iG): 
"— — 
juros 

o montante ao final do 2.º mês é obtido somando-se ao montante C, os juros 
devidos no mês, à taxa de i%, e calculado sobre este montante, ou seja, 
C = Q + C -i%=C(1+ i%)= Co(l+ i%)?; 


r 
Juros 


repetindo este procedimento, ao final de t meses o montante será de 
C=C (1 + i% 


que é a fórmula para o cálculo do montante no regime de juros compostos. 
Observe que neste regime são calculados juros sobre juros. Por outro lado, uma 
taxa nominal de juros, que deverá vir sempre acompanhada do número de 
capitalizações que ocorrerão no período a que ela se refere, é, também, 
equivalente a uma taxa de juros compostos como veremos. Por exemplo, uma 
taxa nominal de juros de 18% ao ano, capitalizável mensalmente ou capitalizável 
12 vezes no ano, é uma outra maneira de nos referirmos a uma taxa de juros 


l 8 e A A . . 
compostos de 1º ao mês; supondo mês de 30 dias, uma taxa nominal de 3% ao 


mês, capitalizável 30 vezes no mês, é equivalente a uma taxa de juros compostos 


J E . pis 
— % ao dia; e assim por diante. Suponhamos, agora, que uma aplicação de C, 
4 


de 


reais seja realizada hoje a uma taxa nominal de 2% ao mês; supondo mês de 30 


dias, se esta taxa for capitalizável 30 vezes no mês, o montante ao final do mês 
y C a2 E ` a a 2% 
será de Cı = C| 1+ | , pois no mês ocorrerão 30 capitalizações à taxa de 
N 30 J 


30 


ao dia; se a taxa nominal de 2% ao mês for capitalizável 60 vezes no mês, ou 
seja, as capitalizaáðes de juros ocorrerão a cada 12 horas, o montante ao final do 


f 29% 99 f z ETE 
mês será de C = Co|1+ E | : se a taxa nominal de 2% ao mês for capitalizável 
n vezes no mês, o montante ao final do mês será de 

(2% E o 002Y 
Cy =G(1+ | = C|l+— E 
\ n }j \ n j 
Lembrando que 
e dos O02 r 
e = lim |1+ | (confira) 
n>S> 2. n / 


isto significa, se houver infinitas capitalizações no mês, ou seja, se a 
capitalização de juros for instantânea, o montante da aplicação ao final do mês 
será de C} = Co e” 


Podemos então interpretar o coeficiente 0,02 = 2% como uma taxa nominal de 
2% ao mês, capitalizável instantaneamente. Esta taxa nominal de juros 
capitalizável instantaneamente é denominada taxa instantânea ou taxa contínua 
de juros. Deste modo, o coeficiente 0,02 nada mais é do que a taxa instantânea 
ou contínua de 2% ao mês que está sendo paga pela financeira. 


Exercícios 10.4 


1. Resolva 


dx dx 

a) Ma aa b) — =2x—1 
at at 
dx EX: . x 

c) — = ysen t d) —=2+t,t>0 
dt dt t 
iy A 

eo) Lly J) I 
dx dt 
dx dy 

e) — = x + sent h) — =—2y + cos 2x 
dt dx 
dy ty y 

i) — = ylnx J H aI 
dx dx xº-1 


Suponha E, R e C constantes não nulas. Resolva a equação. 


a) RL -2 b) RL L-E 
dt C dt C 


Suponha E, R e L constantes não nulas. Determine a solução i = i(t) do 
di 
dt 


| (0)=0 


problema + 


Um objeto aquecido a 100°C é colocado em um quarto a uma temperatura 
ambiente de 20ºC; um minuto após a temperatura do objeto passa a 90ºC. 
Admitindo a lei de resfriamento de Newton que a temperatura T = T(t) do 
objeto esteja variando a uma taxa proporcional à diferença entre a 
temperatura do objeto e a do quarto, isto é, — = e(T — 20), æ constante, 


determine a temperatura do objeto no instante t. Suponha t em minutos. 


Um investidor aplica seu dinheiro em uma instituição financeira que 

remunera o capital investido a uma taxa instantânea de 8% ao mês. 

a) Supondo que o capital investido no instante t = O seja C,, determine o 
valor C = C(t) do capital aplicado no instante t. 

b) Qual o rendimento mensal que o investidor está auferindo? (Suponha t 

6. em meses.) Um capital C = C(t) está crescendo a uma taxa = 


[€ 


proporcional a C. Sabe-se que o valor do capital aplicado no instante t 
= 0 era de R$20.000,00 e, 1 ano após, R$60.000,00. Determine o valor 


do capital no instante t. Suponha t em anos. 


7. (Decaimento radioativo) Um material radioativo se desintegra a uma taxa 
dm 
dt 
t. Supondo que a quantidade inicial (em t = 0) de matéria seja m, e que 10 


proporcional a m, onde m = m(t) é a quantidade de matéria no instante 


anos após já tenha se desintegrado 5 da quantidade inicial, pede-se o 


tempo necessário para que a metade da quantidade inicial se desintegre. 


8. Uma partícula deslocase sobre o eixo x com aceleração proporcional à 
velocidade. Admitindo-se v(0) = 3, v(1) = 2 e x(0) = 0, determine a 
posição da partícula no instante t. 


9. Determine a função y = f(x), x > 0, cujo gráfico passa pelo ponto (1, 2) e 
que goza da propriedade: a área do triângulo de vértices (0, 0), (x, y) e (0, 
m), m > O é igual a 1, para todo (x, y) no gráfico de f, onde (0, m) é a 
interseção da reta tangente em (x, y) com o eixo y. 


10.5 EQUAÇÃO DE BERNOULLI 


A equação 


"s a OREP a m 

E = fl) + e(x)y“, œ + 0 constante, 
hoje chamada equação de Bernoulli foi estudada nos fins do século XVII pelos 
irmãos Jacques (1654-1705) e Jean Bernoulli (1667-1748) e, também, por 
Leibniz (1646-1716). (Veja referência bibliográfica 9, pág. 307.) Trata-se de 
uma equação não linear, mas que se transforma, com uma conveniente mudança 
de variável, numa linear. 

Para y + 0, tal equação é equivalente a 


Ro, : = 
y ur = f(x)y A + g(x). 
dx 


(—) 


Agora, com a mudança de variável u = y' 


7% y = y(x), a equação se transforma 
a 1 . du = dy 

numa equação linear. De fato, pela regra da cadeia — = (1 — o)y* — 

ax ax 


Substituindo em (1) obtemos a equação linear 


lu ' 
=(- o) fi) + (1 — æ)g(x). 
dx 


Equação de Bernoulli 


ty . i l 
= = fo) + gO)yS, a #0. 
dx : - 


Soo o : ~ dy : . 
Para y * 0, tal equação é equivalente a ds = f(x)" + g(x). Com a 
ax 


1-9% y = y(x), a equação de Bernoulli se 


mudança de variável u = y 


e a tu a 
transforma na equação linear E =(1 -æfðu + (1 — a)g(x). 
dx 


Soluções da equação de Bernoulli 


= = f(xX)y+ g(x)y”, œ #0, 
com f(x) e g(x) definidas e contínuas num mesmo intervalo aberto I. 
Solução constante. Se a > O a equação admitirá a solução constante 
y(x) 0, x em 1. 
Soluções não constantes. 
1.º passo. Multiplica-se os dois membros por y *. 


2.º passo. Faz-se a mudança de variável u = y"“,y = y(x). 


eo 


EXEMPLO. Resolva a equação 5 = y+ e?*yt, 
ax 


Solução 


Trata-se de uma equação de Bernoulli, onde f(x) = 1, g(x) = e™ e a = 4. A 
função constante y(x) = 0 é uma solução. Para obter as soluções não constantes, 
vamos multiplicar os dois membros por y^ e, em seguida, fazer a mudança de 


n -3 ioa -4 ty -3 acima 
variável u = y `. Multiplicando por y obtemos y-4 — =y?+e, 
ax 


Eg -3 du á dy 
Fazendo, agora, a mudança de variável u =y e lembrando que E —3y 4 FE 
ax ax 


ET du ona 
obtemos a equação linear S = —3u — 3e 3X, 
ax 


Pela fórmula que fornece as soluções da equação linear, temos 
u=e* E + | — detendo 
ou seja 


u = [k- 3x]e x. 


De u = y”, segue que a família das soluções da equação dada é 


Exercícios 10.5 


1. Resolva as equações de Bernoulli 


Há um modelo para variação populacional em que se supõe que a taxa de 
variação da população no instante t seja proporcional à população neste 
instante, com coeficiente de proporcionalidade À = a — B, sendo B o 
coeficiente de natalidade e B o de mortalidade. q modo, a variação da 
população p = p(t) é regida pela equação linear — Lap. Suponha que a 


população no instante t = O seja p,. 


a) O que acontece com a população se a = B? 
b) Sendo, a * B determine a população no instante t. O que acontecerá 
com a população se a > B? Esea<pB? 


Considerando fatores inibidores para a variação da população, foi proposta 
uma modificação para o modelo do exercício anterior, onde se supõe então 
um nível máximo / = lim »() que a população possa atingir e que há um 
fator inibidor proporcional ao quadrado da população e com coeficiente 
p= 2, Então, neste modelo, a variação da população é regida pela equação 


í 


de Bernoulli £ = =4p-—£p?, onde se supõe À > 0. Suponha que a população 


no instante t = O seja p,. 


a) Resolva a equação. 

b) Supondo p, < y, para que valor de p a taxa de variação £ é máxima? 
Qual o valor máximo para esta taxa de variação? 

c) Em que instante t o valor da taxa de variação é máximo? 


Um outro modelo para a variação populacional e dado, também, por uma 


E e er U é É sea À 7 
equação de Bernoulli é a die ad lee = a) onde se supõe que 
y= lim pré o valor máximo para a população. Supondo p(0) = P, resolva 
a equação. 


o. (Equação de von Bertalanffy) A equação de Bernoulli £ = op? — Bp é um 
modelo usado para a variação do peso p = p(t) de uma espécie de peixe, 
onde e são constantes positivas e que dependem da espécie em estudo. 
Suponha p(0) = 0. (O peixe ao nascer é tão pequeno que o seu peso é 
quase zero.) Resolva a equação. Esboce o gráfico da solução destacando o 
intervalo onde o peso está variando a taxa crescente e aquele em que o 
peso está variando a taxa decrescente. Interprete os resultados. 


Observação. Para mais aplicações práticas das equações diferenciais, veja na 
bibliografia o excelente livro de Bassanezi (1988). 


10.6 EQUAÇÕES DO TIPO y' = f(y/x) 


Consideremos a equação 


(=à 


Veremos, a seguir, que, com a mudança de variável “= —, u = u(x), a Equação! D 
se transformará em uma equação de variáveis PES De fato, de u= — segue 
du 


dy 
y = xu. Derivando em relação a x obtemos — = u + x— i 
dx ( p 


Substituindo na equação em (1) resulta 


du ; 
u + x— = f(u) 
dx 


que é uma equação de variáveis separáveis. 


Reduzindo a equação y' = f(y/x) a uma de variáveis separáveis 


š 
Ve portanto, y = xu, u = u(x). 


du Substituindo na 


dy 
Derivando y = xu, em relação a x, vem — =u + x— > 
dx X 


du 
equação, resulta u + a fiu) 
ax 


que é uma equação de variáveis separáveis. 


x+y 
= 


EXEMPLO. Resolva a equação 2 ai 


Solução 


Dividindo o numerador e o denominador por x resulta 


+u 


/ l 
2 as ^= (>) onde f(u)= 
i k l— u 


e7 y x a ~ 
Fazendo a mudança de variável u = > OU deja, y = xu derivando em relação a x 


. | ty tu ao K 
resulta, como vimos anteriormente > = u + E substituindo na equação 
Y 


. + + da 
anterior, obtemos u + = 1t“ ous seja, o 


dx l—u dx l-u“ 


Separando as variáveis, vem 


l—u 


| l u l 
—du=—dx ou — — —|du=—dr. 
[+ u- X |+ u4 l+ u4 p 


Integrando, 


l , 
arctg u — z ln(1 + ut) = lnixl+ kı. 


i z o Yy 
cada real k, existe um único real k > 0, com k, = 1 In k, e de u= 7a 


Como para 
última equação pode ser colocada na forma 
| Rj 
y AET é a y 2 > 
arc tg — = In,/1 + | = | + In klxlou arctg— = In kyx* + y4. 
x \ Rr, a 


Ou seja, as soluções da equação proposta são dadas implicitamente pelas 


equações 
y TE; PP 
arctg— =ln kyr" + yn. a 
x 
Exercícios 10.6 
1. Resolva as equações 
| dy x+2y dy _ y? —2xy 
[4] ) — = z b | z=: k 5 
dx X dx x 
o dy - 2x—y D haa y? 
dx y dx xy+x” 


2. Considere a equação 2 =)*97Y Verifique que a mudança de variável 
| dx y 


y E li z 
u=, u=ulx), a transforma em > =u-u? e resolva. (Observe que a 


X 
equação dada já é uma equação 


ax 
de Bernoulli, a mudança de variável 


apenas simplifica a resolução.) 


10.7 


REDUÇÃO DE UMA EQUAÇÃO AUTÔNOMA DE 
2.º ORDEM A UMA EQUAÇÃO DE 1.º ORDEM 


Uma equação diferencial de 2.º ordem é uma equação da forma 


E / ZEN Da, / os 
dx ) dy 
— = F| t, x, — | (0u — = F| x, y, = ). 
| ; dx / 


Se a função F não depender da variável independente t (respectivamente x) então 
diremos que a equação é uma equação diferencial autônoma de 2.º ordem. 


EXEMPLO 1. — — -a24 5y= 0 é uma equação de 2.º ordem não autônoma 
a x? ax 
P dy | dy Fã . 
pois F| x, y, E |=3 a 5y depende da variável independente x. 
\ ax / ax 


EXEMPLO 2. E am o + 5y= 0 é uma equação de 2.º ordem autônoma, pois a 
dx? dx i 


variável independente x não aparece explicitamente na equação. 


EXEMPLO 3. -+ 3x = 0 é uma equação autônoma de 2.º ordem pois 


t2 


E W. 
a variável e an t não aparece explicitamente na equação. 


-s( pa 


Como vimos, uma equação ne o de 2.º ordem é uma 


d? y j \ 
equação que pode ser colocada na forma — = =r x, — =) (ou —5 = F| y, — J) 
dx? N P, 


onde a variável independente t (respectivamente x) não ocorre no 2.° membro. 
Suponhamos, agora, que x = x(t) seja uma solução desta equação. Em um 


A dx ; : x z ; 
intervalo 1, em que E mantiver o mesmo sinal, tal solução será, neste intervalo, 
d 


estritamente crescente ou estritamente decrescente, logo, inversível e então 


poderemos considerar a inversa t = t(x), x E 1,, onde I, é o intervalo (x(D] te I}. 


x dx ' n 
Fazendo, então, v = —, t = t(x), teremos L E i x, 
dt dt dt? 


. dv dyvdx . dy dy 2y 
Por outro lado, pela regra da cadeia, — = = kou seja, Č = y = dx ;= t(x). 
dt dx dt dt dx dtt 


Fazendo 


dx d?x 


dv 
v==>—v:&'0, teremos v>—-=——st= (x) 
dt dx dt” 


Substituindo na equação, obtemos a equação de 1.º ordem 


~ ~ dºy [ n 
Observação. No caso da equação == F| y — |, faz-se a mudança 
ax- N j 
dy dp _ dp dy „dp 


dy E 
p =—, x = x(y), e daí segue —— == — = p, 
dx dt dx dyd dy 


EXEMPLO 4. Uma partícula de massa m 1 deslocase sobre o eixo x sob ação da 


única força F Eur Fe Suponha x(0) = 1 e v(0) = 0. 


a) Determine a relação entre v e x. 
b) Discuta o movimento. 
c) Determine a posição da partícula no instante t. 


Solução 


Pela segunda lei de Newton, o movimento é regido pela equação autônoma 


dt? 


dx dv dv dx 2x tv 
a) Fazendo v= “,v+0, teremos “= portanto, © =y, t=). 
dt dt dx dt dt“ dx 


. . ~ av 
Substituindo na equação, resulta o n dv = —x dx. 
ax 


Integrando, obtemos 


? ? 
a t > 
E O kı, ou seja, v4 + x4 = k, k constante. (k = 2k,) 


-— ka 


Para que as condições iniciais sejam satisfeitas, basta tomar k = 1. Assim, a 
relação entre v e x é dada por v? + xX = 1. 

b) No instante t = 0 a partícula encontra-se na posição x = 1. Sob a ação da força 
a partícula se desloca em direção à origem; passando a origem, a força começa a 
agir contra o movimento e, na posição x = — 1, a velocidade se torna zero; em 
seguida, a partícula é puxada novamente para a origem, passa novamente por ela 
até atingir novamente a posição x = 1 e daí em diante passa a descrever um 
movimento de vaivém entre as posições x = 1 e x = — 1. Observe que na posição 
x = 0 a intensidade da velocidade é máxima e igual a 1. 
c) Temos S=—1-22no movimento de x= 1ax=-1e pr (ie no 
movimento de x = — 1 a x = 1. A solução constante x = 1 está descartada, pois, na 
mudança de variável supusemos v ź 0 e, também porque x = 1 não é solução da 


equação dada. Como o movimento inicia-se em x = 1, vamos considerar a 


~ dx ” dx = — d 
equação — = =y1- 1°. Temos m~~ “e, portanto, arc sen x =- t + k. 
dt Aq =" a 
\ 


e a ii x e f m . 
Da condição inicial x(0) = 1, segue k=—, dafx=sen|-t+— |, ou seja, x = 
o) \ j | 


cos t, 0 < t < n. Para o movimento de x = — 1 a x = 1 vamos considerar a equação 
—=41-x? com a condição inicial x = - 1 para t = m. Temos 


= dt e, portanto, arc sen x = t+ k. 


Para que a condição inicial seja satisfeita, devemos ter 


arcsen(-1)=m1+1ouseja->=7+k 


37 ; ê . 
e, portanto, k = ——. Segue que o movimento de x = — 1 a x = 1 é descrito pela 
Š (Im f . . 
função x = sen | ;—- — | = cos t, T < t < 27. Repetindo este procedimento, conclui- 


se que x = cos t, t em R é a solução da equação. 


EXEMPLO 5. Uma partícula de massa m = 1 descreve um movimento sobre o 


e) 


. x E Es | ENEZ nes Da 
eixo x sob a ação da única força F = —— i, X > 0, com as condições iniciais 
o 


x(0) = 1 ev(0) = v, V > 0. 


a) Determine a relação entre x e v. 

b) Para que valores de v, a partícula retorna à posição inicial? Para que valores 
de v, a partícula não retorna à posição inicial? 

c) Qual o menor valor de v, para que a partícula não retorne à posição inicial? 
Esta menor velocidade é denominada velocidade de escape. 


Solução 


a) A equação que rege o movimento é 


d2x l s 
> = -I> 0. 
dt“ a 


ax ~ o 
- sd equação se transforma Na equação de 
at 


Com a mudança de variável v = 


tv l 
1.º ordem v2 = — 


= dx. 
dx e 


ou seja v dv = — 


-9 


Integrando, obtemos 


Para que as condições iniciais sejam satisfeitas devemos ter 


7 


E — 
võ da 


-— + ke, portanto, k = 


N 


Temos, então, 


” 


| 
to 


po 9 
— — l, ou seja, v => +v 
x 


b) A partícula retornará à posição inicial se para algum valor de x ocorrer v = 0. 
9) 

Então, para que a partícula retorne à posição inicial deveremos ter — + v§ — 2=0, 
x 


a velocidade será zero, e a partir daí estará retornando à 


D] 


x > 0. Para x=—— 2 
SA (4) 
posição inicial. Para vọ =4%2 a velocidade nunca se anulará e, portanto, não 
poderá retornar à posição inicial. 


c) vo = 42 é a velocidade de escape. 
HE 


EXEMPLO 6. (Conservação da energia) Suponha que uma partícula de massa 
m deslocase sobre o eixo x sob a ação da força resultante Foo É onde f(x) é 
suposta definida e contínua no intervalo J. Seja U(x) uma primitiva de — f(x). 
Esta primitiva U(x) é denominada função energia potencial para f. Mostre que se 
a posição da partícula for dada por x = x(t), t € I, então existirá uma constante C, 


| | . 
tal que para todo t no intervalo I, tem-se — mv? + U(x) = c (conservação da energia) 


o que significa que a soma da energia cinética —mv- com a energia potencial 
f, 


U(x) permanece constante durante o movimento. 
Solução 


Pela 2.º lei de Newton, o movimento da partícula é regido pela equação 


mł = f(x). 


ix ; : jv 1? x PE 
De v= T segue, pelo que vimos anteriormente, Vi = - — = y. Substituindo na 
dt ax at“ 


equação anterior, obtemos a equação de variáveis separáveis. 


d 
my — = f(x) ou mv dv = f(x)dx 
dx 


Integrando e lembrando que U" (x) = — f(x) resulta 


l >} f 
= mv? + U(x) =c, c constante. 


Outro modo de se chegar a esta equação é o seguinte: multiplicando-se os dois 
membros da equação my = f(x) por x, obtemos mý — f(x)x = 0. Temos, então, 


1 | mx? md sa 1 mn. SE E 
tat +U|=> E + Ul) = 2i) UG. 
dt 2 2 it 2 


De U' (x) = - fx) e, tendo em vista, mix — f(x)x = 0, segue 


d | mx? ini dE as 
E - + U(x) |= mix — f(x)x = 0, para todo t E I. 
dt P4 


Logo, existe uma constante c, tal que, para todo t € I, 


e 
= mx? + U(x)=c. E 
Tenho um carinho muito grande pela equação do próximo exemplo, pois foi 
com ela que nasceu a ideia para a minha tese de doutorado e para vários dos 
meus artigos. 


EXEMPLO 7. Suponha que o movimento de uma partícula no eixo x seja regido 
pela equação y + xx + x = 0; a) Determine a relação entre ve x, vZ — 1. 


b) Mostre que a relação entre v e x, v > — 1, é dada por uma curva fechada. 
c) Conclua que toda solução x = x(t), com v > — 1, é uma função periódica. 


d) Mostre que se a derivada de x = x(t) for igual a — 1 para todo t, então x = x(t), 
com t em R, será solução da equação. 


Solução 


E A dx 
a) Trata-se de uma equação de 2.º ordem autônoma. Fazendo v =— teremos, 


, dt 
também, + = — = y Substituindo na equação obtemos a equação de primeira 
ax dt^ 


E a ia dv 
ordem e de variáveis separáveis e +xv+x=0. 
ax 


Supondo v % — 1 e separando as variáveis obtemos 


+ +xdx=0. 


v+ 


Integrando, vem 


De 


f - w= fhi- ! |æ=v- mp fri=— 
v+1 v+1 2 


resulta 


E) 


x” 
v— In|v + I|+ EE k.k constante. 


b) Para v > — 1, temos v + 1 > 0. Assim, para v > — 1 a relação entre x e v será 


dada pela equação v — In(v + 1) + + = k, k constante. 


Como v — In(v + 1) > 0, para v > — 1, (verifique), resulta que para v > — 1 


2 


deveremos ter k > 0. Temos, ainda, v — In(v + 1) < k para v > — 1, pois, + >0. 


- 


Segue, então, que para cada v > — 1, 


x=+42k— 2[v— In(v +1)]. 


Para v = 0, x =+42k. Temos Li — In(v+ 1)] GE Segue que 
dv v 


estritamente decrescente em ]— 1, 0] 
v—In(v+1]) ése 
[estritamente crescente em [0, œ|. 


Temos, ainda, 


lim (v— In(v + 1))= œ 
v—=-1+ 


+ 
lim (v— Inv +1))= lim E = In(v +1) -0 
v 


ve v— 00 


In(v + a 


y 


=%, pois, lim 
v> 


Segue que para cada x € [-v2k, o}, existe um único v € [- 1, 0] e um único v € 
[- 0, œ [ tal que x= 42k — 2[v — In(v + 1)]; do mesmo modo, para cada x € 0. v2k | 
existe um único v € [- 1, O] e um único v € [- 0, œ ] tal que 
x= y2k — 2[v — In(v + DJ]. Deste modo, para v > — 1, a curva 


xt 
v— In(v+ D+ a k, k constante, 


-— 


é fechada. Trabalhando no plano xv, segue que para cada k > O temos uma curva 
fechada localizada no semiplano v > — 1. Observe, ainda, que para O <k, < k, a 


região v — In(v+ 1) + = k está contida na região y — In(v + 1) + — = k OU Seja, O 


pas > pas 


“raio” da região v — In(v + 1) + — = k aumenta à medida que k aumenta. 


-— 


c) Suponhamos x(0)=+/2k e v(0) = 0. Então, a relação entre x e v é dada por 
v= Inv + D+ =k. 

Como x=-x(x+l)ex+1>0, segue que x<O0,para0<xy= V2k.ex>0, para 
—V2k <x<0, O que significa que inicialmente a partícula é atraída para a 
origem, atingindo velocidade com intensidade máxima na origem, em seguida, a 
partícula vai perdendo velocidade até que a velocidade se anule na posição 
x=—/2k. Em seguida, com velocidade positiva, ela retorna para a posição 
inicial y=./2k. E, a partir daí, a partícula continua descrevendo um movimento 
de vaivém entre as posições y=./2k e y=-—.'2k. O movimento será periódico 
onde o período é o tempo gasto para a partícula ir até a posição y=—,2k e 
retornar à posição x =./2k. A intensidade da velocidade será máxima na posição 
x=0. 


d) De v(t) = — 1, para todo t, segue x = — t+ c, c constante, que é solução da 
equação dada. (Confira.) E 


A equação ¥+ xx + x =0 é um caso particular da equação x + g(x)x+ g(x)=0 
onde g(x) é suposta contínua e com o mesmo sinal que x. Utilizando esta 
equação como comparação, foi possível obter vários resultados qualitativos 
sobre as soluções da equação mais geral x+ f(x)x+g(x)=0 equação esta 
denominada equação de Liénard que é uma equação muito estudada pela sua 
importância tanto para a física como para várias outras ciências. Observamos 
que estudar qualitativamente uma equação significa buscar informações sobre as 
soluções sem precisar resolver a equação. Veja bibliografia, Guidorizzi (1988), 
(1991), (1993) e (1996). 


Exercícios 10.7 


dx : x 
1. Sendo v = “determine a relação entre v e x. 


dt 


a) x=—x> b) žy- xit 0 
c)xtax+tx=0 d) x+4x=0 
.. 9 = s. . = 
e)jx—xé +x=0 J) xxx“ +x=0 
2. Um corpo de massa m constante é lançado no espaço e supõe-se que a 
única força atuando sobre ele seja o seu peso que, pela lei do inverso do 
quadrado de Newton, é proporcional ao inverso do quadrado da sua 


distância ao centro da terra. Sendo x a distância do corpo à terra e R o raio 


E z K 
da terra, o peso do corpo à distância x da terra será Ta K constante. 
aon Pa 


+ R) 

Como, ao nível do mar, ou seja, para x = 0, o peso é mg, onde g é 

aceleração gravitacional ao nível do mar e suposta constante, segue que o 

valor da constante K é determinado fazendo x = 0 na expressão do peso e 

igualando a mg, para se obter K = mgR”. Dessa forma, o movimento do 
mgR? gR? 


corpo é regido pela equação mï = —- —=—, ou seja, Y=-——. 
P 8 P duas (x + R)“ i (x+ R) 


Suponha que o corpo é lançado com uma velocidade inicial v(0)= a. 

a) Determine a relação entre v e x. 

b) Qual o menor valor de (velocidade de escape) para que o corpo não retorne à 
terra? 


10.8 EQUAÇÕES DIFERENCIAIS EXATAS 


Em muitas ocasiões é conveniente trabalhar com as equações diferenciais de 
primeira ordem na forma 


P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0. 


A função y = y(x) (x = x(y)) será uma solução desta equação se o for de 


dy ` lx 
P(x, y) + Q(x, Vei =0 (respectivamente P(x, Dim + Q(x, y) = 0). 
a. av 


Podemos, também, buscar solução na forma paramétrica, assim, x = x(t) e y = 
y(t), t num intervalo T, será solução se, para todo t em I, P(x, E + Q(x, pe =. 
-© dt “dt 


2 Sind : DE! ae 
Se temos uma solução na forma paramétrica, naqueles intervalos em que E: +0 
di 


podemos inverter x = x(t) e então a função y = y(x) dada por y = y(t), com t = 
t(x), será solução da equação. 


Suponhamos que a função y = y(x) seja dada implicitamente pela equação q 
(x, y) = c, c constante. A derivada desta função obtém-se derivando os dois 


R a d d 
membros da equação em relação a x. Temos = elx, y) =—c. 
1X ax 


Pela regra da cadeia, 


O ud e E g 
dx dx dx dy dx dx dx dy dx 


d : z 
Como Edi 0, pois c é constante, resulta 
ax 


dp edy 
ôx Oy dx 


0. 
de de | = a 

Desse modo, se pr = P(x, de =Q@Q(x.y) então, a função y = y(x) dada 
F} j 


implicitamente pela equação q (x, y) = c, será solução da equação P(x, y)dx + 

Q(x, y)dy = 0. 

Pois bem, diremos que a equação acima é uma equação diferencial exata se 
PER a ð ð 

existir uma função q = q(x, y) tal que = = P(x, y)e re = Q(x, y). Neste caso, as 


suas soluções serão dadas implicitamente pelas equações (x, y) = c. 


Equação diferencial exata 


Sejam P(x, y) e Q(x, y) contínuas no aberto Q. A equação diferencial 
P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0 
será exata se existir q = q(x, y), (x, y) € Q, tal que 


ðe 


= Q(x, y) em Q. 


Neste caso, as funções y = y(x) ou x = x(y) dadas implicitamente pelas 
equações E(x, y) c, c constante, 
são soluções da equação dada. 


EXEMPLO 1. A equação x dx + y dy = O é exata, pois, para q = z + y , temos 
de ðe s E 

— = y €— = 

9x ĝy 


Segue que as funções y = y(x) ou x = x(y) dadas implicitamente pelas equações x’ 
y =c, c constante, 
são soluções da equação dada. 


Suponhamos que 


ð d! z 
OP = Pix, yje Z = O(x, y)em Q. 
ðX f ðy i 


Sendo P(x, y) e Q(x, y) de classe C! em Q, então será de classe C? em Q, pelo 


9? ð? 
teorema de Schwarz (Vol. 2), teremos P LP ema. 
ðxðy ðyðx 


Por outro lado, 


dp | d?e E i 
Ti ðyðx dy 
» di ðP _ ðQ 
À > . no = = em Q. 
2 oy OX 
Lo RE 2e =a 
dy (ðxðy dx 


LA a 1 . 0P 90 

O que significa que, sendo P(x, y) e Q(x, y) de classe C em Q, então da 
V X 

em Q é uma condição necessária para a equação ser exata. Como vimos no Vol. 
3 esta condição será, também, suficiente se for uma bola aberta. Quando 
estivermos resolvendo uma equação poderemos sempre supor uma bola aberta, 
pois, de início estaremos supondo sempre que (x, y) esteja próximo da condição 


inicial (x, Y 5). 


Condição necessária e suficiente para a equação ser localmente 
exata 


Sendo P e Q de classe C! na bola aberta Q, a condição 


é necessária e suficiente para a equação 


P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0 


ser exata em Q. 


EXEMPLO 2. A equação (x — y)dx + (x + y)dy = O não é exata, pois, 


ð ð 
me a a a e a yj=1. E 
ðy i dx : 


EXEMPLO 3. Determine uma solução y = y(x) da equação 


xdx+2ydy=0 


que satisfaz a condição inicial y(1) = 2. 


Solução 


-y 


= | E 
A equação é exata, pois, para q = — + y?, temos 


e z é K > g 4 . 
A solução que queremos é dada implicitamente por = EE; tendo em vista a 
EN 9 9 -n 
condição inicial, segue c = =» pois, (1, 2)=—. Assim, y =| 


dia da y 


,—3<x<3, 


5 


é uma solução do problema. 


EXEMPLO 4. Determine uma função y = y(x), cujo gráfico VC) = = (x, y), y = 
y(x), passe pelo ponto (1, 2) e seja normal ao campo F = y į + 2y 3 


Solução 


A condição para y que seja normal ao campo no ponto y(x) = (x, y) é que o 


dx dy) 


vetor y) = [E e tangente a y no ponto (x, y), seja ortogonal ao campo 


neste ponto, ou im é preciso que o produto escalar de y'(x) por Fix. y) seja 


— —- — 
eF(xy)=xi+2y] 


f 1 11 
nulo. Como y'(x) =| 1, E 
E) 


devemos ter 


a 


f — r, 
(2 | [xT +2y j |= 0, ou seja, x +2y 2 = 0, 


dx 
Assim, a curva y(x) = (x, y), y = y(x), será ortogonal ao campo F se y= y(x) for 


solução da equação x dx + 2y dy = 0. 


Tendo em vista o exemplo anterior, a solução y = y(x) é dada implicitamente 


~ Jor: 
pela equação — + y? = 


to | so 


Assim, a curva y dada por 


9-2 
y(x) = (x, y), onde y = ||———, —3< x <3, 
y das 
resolve o problema. Por outro lado, observando que a equação anterior é 
equivalente a 


j 


yN2 | 


(=) + [e 
a curva, que é uma elipse, dada na forma paramétrica por 


c 
3 t em R 


é, também solução. 


Observe que a equação do exemplo anterior é uma equação de variáveis 
separáveis e poderia ter sido resolvida pela técnica da Seção 10.3 e que na 
verdade não difere em nada da técnica utilizada nesta seção. 


EXEMPLO 5. Determine uma solução y = y(x) da equação 


II 
pa 


que satisfaz a condição inicial y(1) 
Solução 


A função y = y(x) procurada é a solução que passa pelo ponto (1, 1) da 
equação 2x dx — y dy = 0. 


” y4 $ ðo ðo 
p(x, y) = xº — — é tal que x e — 
2 dx Oy 


implicitamente pela equação 


Il 
N 
> 


=—y. A solução que queremos é dada 


” 
a) 


A 2 o 
ponn a os 


). 


to |— 


- 


Então y= 42x? —1, x> 


- é uma solução do problema. (Observe que o 


Vá 


domínio de uma solução é sempre um intervalo, tomamos x > 


para que o 


pJ 
yó 


domínio contenha 1.) m 


EXEMPLO 6. Determine uma função y = y(x) cujo gráfico passe pelo ponto (1, 


1) e tal que a reta tangente no ponto genérico (x, y) tenha coeficiente angular 
x+2y 


y—-2x 


Solução 


A solução da equação 


que satisfaz a condição inicial y(1) = 1 resolve o problema. Como queremos uma 
solução que passa pelo ponto (1, 1), podemos nos restringir ao semiplano y < 2x 
que contém este ponto. Neste semiplano a equação é equivalente a (x + 2y)dx + 
(2x — y)dy = 0 


que é uma equação diferencial exata (verifique). Vamos, agora, determinar q tal 
que 


| 8y 
Integrando a 1.º equação em relação a x, vem 


p= Z +2xy+ k 
onde k = k(y) é uma função a ser determinada e que só depende de y. Temos, 
então, que determinar k de modo que a derivada de p em relação a y dê 2x — y. 


N 


Olhando atentamente para a expressão de q, conclui-se que devemos ter k = — X 


to | 


E) s] 


concorda? Assim, p =" + 2xy — — 


— - 


resolve o problema. Como q(1, 1) = 2, a função que queremos é dada 
implicitamente pela equação 


X y ` à 5 f 
> + 2xy — — = 2 que é equivalente a y? — 4xy + 4 — x? =0. 
m ) i i ) 


Resolvendo esta equação do 2.° grau na incógnita y obtemos a função 


que resolve o problema. Observamos que o sinal negativo antes do radical é para 
que a condição inicial y(1) = 1 seja satisfeita. 


A seguir, vamos destacar um procedimento prático para a determinação de 
o A E DD a Eae ; 
q tal que a P(x, y) e Ea Q(x, y) supondo que a condição necessária esteja 


verificada. 


Procedimento prático para a determinação de q 


dp 
TE = P(x,y) 
to p=? 
— = (Mx, y) 
ðy 


Integra-se a primeira equação em relação a x: 


” 


p= | P(x, v)dx + k(y). 


Para obter k(y), deriva-se o 2.º membro da equação anterior em relação 


7 7 a 
a y e iguala-se a Q(x, y): == c) P(x, v)dx) + k'(y) = Q(x, y) 


Observação. As vezes é preferível começar integrando a 2.º equação. 
Você é quem decide! 


EXEMPLO 7. Resolva a equação y dx + (x + 2y)dy = 0. 


Solução 


Trata-se de uma equação exata, pois 


J ð | 
L (y) = —(x + 2y). 
9y ER 


Vamos, então, determinar q tal que 


Integrando a 1.º equação em relação a x, obtemos 


p=xy + kQ). 
Derivando o 2.º membro em relação a y e igualando a x + 2y, resulta 
x + k' (y) =x + 2y e, portanto, k' (y) = 2y. 


Podemos tomar, então q = xy + y°. As soluções da forma y = y(x) ou x = x(y) são 
dadas implicitamente pelas equações xy + y” = c, c constante. 


Vejamos, agora, como se faz para determinar uma família de curvas que 


a 


i + Q(x, y) j. Para que a 
curva y(t) = (x, y), suposta diferenciável num intervalo I, seja ortogonal a este 


sejam ortogonais a um campo vetorial F(x. y) = P(x. y) 


j (dx dy) E 
campo no ponto (x, y), o vetor tangente y'(1)=| | T | deverá ser ortogonal ao 
\d dt j 


campo neste ponto, ou seja, o produto escalar deste vetor tangente com o campo 


dx dy) 


deverá ser nulo: |—, 
\d dt) 


P(x, y) i + Q(x, y) j | = () 


que é equivalente a 
dx dy 
P(x, )— + Q(x, y)— = 0. 
o “dt 


Deste modo, a curva y(t) = (x, y) será ortogonal ao campo se for solução da 
equação 


P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0. 


do op op e 
Se esta equação for exata e P = (x, y), tal que re = P(x, y)e E = Q(x, y), então 


a curva y(t) = (x, y) será ortogonal ao campo F se e somente se existir uma 
constante c tal que (1) p(y(t) = c, para todo t em J, 


pois, pela regra da cadeia, 


l 1 dp dx dp dy ix ly 
E Y) = = g(x, y) = Fa a ia RS P(x, )— FO; y 
dt dt i ox dt dy dt “dt dt 


e, deste modo, se y(t) = (x, y) for solução o último membro da expressão anterior 
será igual a O em J, e daí Lo y(t))= 0 em J, logo, existirá uma constante c tal que 
@ se verifica. Por outro lado, se (1) se verifica teremos 
pix, »Ž + Q(x, vo = 0, e, então, y(t) = (x, y) será ortogonal ao campo T 


No que segue, a palavra trajetória tanto pode estar indicando uma curva 


como sua imagem. 


Trajetórias ortogonais a um campo vetorial 


— 


As trajetórias ortogonais ao campo F(x, y) = P(x, y) i + Q(x,y) j São as 
soluções da equação 


P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0. 


=” op ðo 
Se tal equação for exata e q for tal que pa P(x, y) e Pe Ox, y), 
O. E 


então, y = y(t), t E I, diferenciável no intervalo I, será ortogonal ao 
campo se e somente se, para alguma constante c, a sua imagem estiver 
contida na curva de nível p(x, y) = c. 


Podemos, então, olhar para estas curvas de nível como uma família de 
trajetórias ortogonais ao campo T 


EXEMPLO 8. Determine uma família de trajetórias ortogonais ao campo 


e my, 


vetorial F(x, y=xi +yj. 
Solução 
As trajetórias ortogonais a este campo são as soluções da equação 


xdx+ydy=0 


Integrando, obtemos a família de circunferências x? + y? = c, c > 0. 


Exercícios 10.8 


1. Verifique que é exata e resolva. 


a)ydx+xdy=0 
b) dx+cosydy=0 
c) cos y dx — x sen y dy = 0 
d) (2x + 3y) dx + (3x + 2y) dy = 0 
E i X ; 
e) — ~~ dx + CE SAú dy =0,y>0 
x4 + y* XE ty" 
ty — x) dx + o? +x)dy=0 


2) (32 + y)ìdx + (x+ 4) dy =0. 


Determine uma solução que satisfaz a condição inicial dada. 


dy  x+2y 


ey(l1)=1 
) === ey(l)=0 


dy 2x + sen y T 
á j T dd 
= : 


dx x cos y 


Determine uma curva y(t), t E€ I, que passa pelo ponto dado e tal que, para 
todo t € I, y(t) seja ortogonal a F (y(1).onde F (x,y) É O campo vetorial 
dado. 


= 


a) (1,l)e Fx y)=yi taj 


=> 


b) (1,2)e F(x y) = (2x— y) i + (2y—- x) j 


a é — s rd 
c) (1,2)e Fœ y)=yi taty); 


Uma partícula deslocase sobre o eixo x de modo que o produto da 
velocidade pela diferença entre a posição e o tempo é igual à soma da 
posição com o tempo. Sabe-se que no instante t = 0 a partícula encontra-se 
na posição x = 1. Determine a posição x = x (t) da partícula no instante t > 
0. 


Determine uma função y = y (x) cujo gráfico passe pelo ponto (2, 1) e tal 
que o produto da função pela sua derivada seja igual à metade da soma da 
função com sua derivada. 


6. O movimento de uma partícula no plano é regido pelo sistema de equações 


Suponha que no instante t = O a partícula encontra-se na posição (1, 1), 
isto é, x (0) = 1 e y (0) = 1. Mostre que a partícula deslocase sobre a elipse 


f 
E =3. 


(Sugestão: Verifique que 


| x=x(t) 


| y= y(t) 


é solução da equação x dx + 2y dy = 0.) 


10.9 FATOR INTEGRANTE 
Consideremos a equação 

(1) P (x, y) dx + Q (x, y) dy = 0, x, y) E Q, 

e suponhamos que ela não seja exata. Seja u (x, y) definida num aberto 92, C Q. 

Dizemos que u (x, y) é um fator integrante para (1) se 

u (x, y) P (x, y) dx + u (x, y) Q (x, y) dy = 0, (x, y) E Qi 


for exata. 


Como já sabemos, se P (x, y), Q (x, y) e u (x, y) forem de classe C! na bola 
aberta Q, uma condição necessária e suficiente para que u = u (x, y) seja um 


: E ; a MO ð 
fator integrante é que satisfaça a equação Er (uQ) = a uP) 


ou seja, 


ri ) 1 
a a RE a, AD Rs EL 


= dy ðX \ðx Oy) 


Vejamos, a seguir, que condições devem ser satisfeitas para que a equação (1) 
admita um fator integrante que só dependa de x. Vamos, então, procurar um fator 
integrante da forma u = u (x). Com este fator integrante a (2) se reduz a 


92  9P 
©) age 
É dx Q 
oo op 
Se X ÖY só depender de x, isto é, 
Q 

ðQ 

dE, )— —— 4X, )) 

Óx y 


para alguma função h de uma variável, a equação (3) se reduz a 


du 
—— =uh(x). 
dx 


que é uma equação de variáveis separáveis. Suponhamos h contínua. Separando 
o (du ) , N i . 
as variáveis |— = —h (x) dx |, conclui-se que a equação admite o fator integrante 
\ u j 


— _—|h(x)dx 
HSE” . 


Deixamos a seu cargo verificar que se 


ðP 
— (x, y)— — (x, y) 
ðX : dv i 


: = f(y) 
P (x, y) JA 


com f contínua, a equação (1) admitirá o fator integrante y (y) = el! 9, 


P (x, y) dx + Q (x, y) dy = 0. 


y 
Q (x, y) 


=h(x) 


com h contínua, a equação admitirá o fator integrante 


— [h (x) dx 
u(x)=e - . 


= f(y) 


com f contínua, a equação admitirá o fator integrante 


; Í fy) dy 
u(y)=e!! ais 


EXEMPLO 1. Resolva a equação 


(12 + y?) dx + (é + 3xy? + 2xy) dy = 0. 


Solução 


P (x, y) = xX + y e 0&y)= É + 3x? + 2xy. 


Temos 


) . 
I Satay e y. 
ðX 3 E ðy ; 
) 
A equação não é exata, pois no +F o Temos 
ðx Oy 
2 2 
O ds) 
dx Oy 
Assim, 
9 op 
ðx Oy _ 3, 
P 


A equação admite, então, o fator integrante 


[3dy 
u(y)=e! 7 =e, 


Como u (y) 4 0, a equação dada é equivalente à equação diferencial exata 
q + y?) dx + e” q + 3x? + 2xy) dy =0. 


Vamos, agora, determinar q (x, y) tal que 


|ð Ey. 
IP = eY (x2 +y?) 
D x k 
Y | ð z ” 
F = (x? +3xy? + 2xy). 
RA) 


Integrando a 1.º equação em relação a x, obtemos 


3 


3 y 4 3 y 
(x, y) = e+ xy e? +key), 


onde k (y) é uma função de y a determinar. Tendo em vista a 2.º equação de ®, 


ð z uai Y : , a f 
devemos ter pm x e + xy“ e?) +k (y | = É e + 3x? e? + 2xy e. 


Derivando e simplificando, resulta 


k' ()=0. 


3 ET P 2 
Assim, q (x,y) = > e + xy” e” satisfaz @. Portanto, as soluções y = y (x) (ou x = 


x (y)) da equação dada são definidas implicitamente pelas equações 
3 2 —3y 
x +3xy =ce ~. al 


EXEMPLO 2. Determine condições para que a equação 


P (x, y) dx + Q (x, y)dy = 0 


admita fator integrante da forma 


u (x, y) = h (t), com t = xy, 


onde h é função de uma variável. 


Solução 


ðu , du , 
— =h'()xe— =h'(t)y. 
ðy ðX 


Substituindo em (2), vem 


o or 
ðx Oy 
xP- yo ` 


(5) h' (t) = h(t) 


Se 


ðQ ðP 
—< NAR 
ðx i ðy ` 


o 7} ___ =g (t), comt = xy, 
xP (x, y) Iy) 


então a equação admitirá fator integrante 
u (x, y) = h (xy) 
onde 
h= PEOLE 


(Observe que, substituindo g (t) em (5), vem 


h' (6) =h (© g W 


ou seja, 

lh 

= =h g (1). 

dt 
Separando as variáveis, resulta 

dh 

— = g(t) dt. 

h 


Basta, então, tomar h tal que 


In h=| gat 


ou seja, 


| e(t) dt 


h(t)=e ) 


EXEMPLO 3. Resolva a equação 


2y + 2y) dr t By t 2x) dy = 0, x >0ey>0. 


Solução 
PEA 2y? +27 e Q(xy)= 3y t 2x. 
Temos 
99 IR a 
Ox Oy 
logo, a equação não é exata. 
LPEN- yay =- xy. 
Segue que 
30 op 
dx ðY H qe E 
=  =— =_= g(t) 
PD = MM 


com t = xy. Temos 
1 
h= Jy =t. 
e 


Segue do exemplo anterior que 


u (x, y) = h (xy) = xy 


é um fator integrante. Como estamos supondo x > 0 e y > 0, a equação dada é 
equivalente à equação exata (2xy? + 2xy°) dx + By? + 2x2y) dy = 0. 


As soluções y = y (x) da equação dada são definidas implicitamente pelas 


equações 


Ly + xy? =c.  (Verifique.) 
Observação. Como 
22 op 
x = dd q 
P 2 1+) 


Exercícios 10.9 


1. Determine um fator integrante e resolva 


a) (By? - x? + 1) dx + 2xy dy =0,x>0 

b) (xy + 2) dx + 3x°y dy = 0, x > 0 

c) xy dx+ (x -y)dy=0,7>0 

d) 3ydx-xdy=0,x>0ey>0 

e) (2x + 3y)dx+xdy=0,x>0 

P (Bxy - 4y) + dx + (2x° - 4x) dy =0,x>0ey>0 


2. Determine uma função y = y (x) cujo gráfico passe pelo ponto ( S 1) e tal 


que a reta tangente no ponto de abscissa x intercepte o eixo x no ponto de 
abscissa x°. 


3. Verifique que a equação de Bernoulli 


é equivalente a 


(xy! — lyde t a dy = 0. 
Procure um fator integrante e resolva. 


Resolva as equações de Bernoulli dadas. 


dy 

a) — t y= xy, y #0 
dr i 
Yy nD 

b) |- y= in y>0 
dx x 


Estabeleça uma fórmula para as soluções da equação de Bernoulli 


$ y 

2 +plx)y=g(x) e y #0, 

dx 
onde p (x) e q (x) são supostas contínuas num mesmo intervalo I a # O um 
real dado. (Sugestão: Veja Seção 15.3 deste volume.) Considere a equação 
linear de 1.º ordem, com coeficientes variáveis 


ty 
2 4 p(x)y =q (O), 
dx 


onde p (x) e q (x) são supostas definidas e contínuas num mesmo intervalo 


I. Verifique que [pd é um fator integrante para a equação 
(p (x)y— q (x)) dx + dy = 0. 


Conclua que 


y= ke | Pde 4 e-f praias | q (x) el POE dy 


onde | po) dx está representando uma particular primitiva de 


píx)e | gix)e 
com o método utilizado na Seção 10.4 deste volume.) Resolva pelo 
processo que achar mais conveniente. (Aproveite e dê uma olhada no Cap. 


HM x)dx . e oss A 
Ji dx, uma particular primitiva de ai pl Pix) dx (Compare 


2 2X 3y 


a) y' =x" b)y'= 
y—3x 
dy 2 Ri 
co) — +yv=y d) y =x y+2 
dx i 1 
dy i x+i 
15 deste volume. Poderá ajudar.) © zy =) fsenx Dy= 241 
Sup z 2 
g) y = 2 h) y' = 5y +x 
EST 
i) dy x“ +2y+1 F) yty 
dx 3y—2x—1 


8. Determine condições para que a equação 


P (x, y) dx + Q (x,y) dy = 0 
admita fator integrante da forma 
u (x, y) =h 2 +y’, 
onde h (t) é função de uma variável. 


9. Dê exemplos de equações diferenciais que sejam resolvidas utilizando o 


Exercício 8. 
10. Determine uma função y = f (x), cujo gráfico passe pelo ponto (1, 1), tal 


que, para todo (x, y) no gráfico de f, a área da região A, seja o dobro da 


área da região A, (veja figura). 


y=f%) 


11. Determine uma função y = f (x), com f (1) = 2, tal que para todo t > 0, com 


t no domínio de f, a área do conjunto | (x, y) E R? |0 = y = fœ), 0< x= t] 


seja igual a tf (t). 
12. Seja f (t) uma função dada. Prove que se y = y (x) for uma solução da 


equação = EM 
q S dx Res 


então a função u = u (x) dada por 


y(x) 


y , 
(ou u = —, com y = y (x)) 
X xX 


será solução da equação de variáveis separáveis 


du 2 
X- =f uM H. 
ax 


13. Verifique que a equação dada é da forma 


Utilize, então, o Exercício 12 para determinar uma família de soluções da 
equação dada. 


dy x?+y? dy 4x+y 
e TE E l; )— = 
a) dx Xy dd y-2x 
c) (x— y)dx+ (x+ y)dy=0 d) E aa PRA 
dE a xX 


10.10 EXEMPLOS DIVERSOS 


EXEMPLO 1. O movimento de uma partícula no plano é regido pela equação 


Suponha que no instante t = O a partícula encontra-se na posição (x (0), y (0)) = 
(1, 0). Mostre que a partícula deslocase sobre a elipse (x - y}? +y'=1. 


Solução 


Seja 


o [x= x(t) a 
23 ly= y®) ban 

onde 7 é um intervalo contendo O, a posição da partícula no instante t. 
Multiplicando-se a 1.º equação de 1) por x — y e a 2.º por —x + 2y e somando 


dx ty 
membro a membro, obtemos (x — y) E + (—x + 2y) = = 0. 
dt at 


Segue que, sendo (2) solução de (1), (2) será também solução de (x — y) dx + (=x 


2y) dy = 0, 


que é uma equação diferencial exata. A função 


? 


á B] 
ẹ (x, y) = 2 = 


ð , 1 
P = -x+ 2y. Como q (1,0) = —, segue que, para todo t € 


l 
ôy 2 


3 


A z x= a q 
I, o ponto (x (t), y(t)) pertence à curva de nível id ii A z 


da 


Portanto, o movimento da partícula realiza-se sobre a elipse 


= y + y as É E 


EXEMPLO 2. Considere um fluido em escoamento bidimensional, com campo 
de velocidade 


N " 5 


Vet EET 


Mostre que as trajetórias descritas pelas partículas do fluido são elipses. 
Solução 


Consideremos uma partícula qualquer do fluido e suponhamos que no 


instante t sua posição seja dada por 
E = Md) 


( 1 ) | 


y= y(t) 


Na posição (x (t), y (t)) a velocidade da partícula é igual a E: (x (1). y (1)). Segue que 
; , i ~- jx=—x+2y 
o movimento das partículas é regido pela equação OSN f 


Procedendo como no exemplo anterior, resulta que (1) é solução de 
(x - y) dx + (~x + 2y) dy = 0, 


cuja solução é a família de elipses 


(x-y +y =k. 


Deste modo, as partículas do fluido deslocam-se sobre elipses. 


EXEMPLO 3. Determine uma solução do sistema 


que passa pelo ponto (1, 0). 
Solução 
Seja 
[x= x(t) e 


ly=y® 


uma tal solução. Procedendo-se como nos exemplos anteriores, resulta que, para 
todo t E T, 


x-yř +y =1. 


Como estamos interessados numa solução que passa pelo ponto (1, 0), podemos, 
então, supor x (t) — y (t) > O para todo t E€ I. Da equação anterior obtemos 


(1) =y + J1 —y2. 


Substituindo na 2.º equação do sistema dado, resulta 


Separando as variáveis, vem: 


dy 
- = dt 


| Y 
Aj l EIA po 


e, portanto, arc sen y = -t + k,. Supondo que no instante t = 0 temos y = 0, 


T T 
resulta y = —sen t, > <t<—. 


- -— 


Substituindo na equação (1), obtemos 


x =—sen t+ cos t. 
Portanto, 


| x = —sen t + cos t 


T 
4 e a 
|y =-—sen í 2 


satisfaz as condições dadas. Deixamos a seu cargo verificar que a restrição 


= mT um ua , [x=-sent+cost = 
te ]- —. — | pode ser eliminada. Isto é, ] Eis tER 
E A |y =—sent 


é, também, solução do problema. 


Sejam q(x, y) e q, (x, y) definidas e de classe C! no aberto Q; suponhamos 
que seus gradientes nunca se anulam em Q. Dizemos que as famílias de curvas 


p, y) =c e giy) =c 
são ortogonais se, para todo (x, y) E Q, 
Ve (x, y): Ve (x y) = 0, 


o que significa que as curvas da família q(x, y) = c interceptam ortogonalmente 
as da família g(x, y) = c,. 


Vy, Œ, y) 
Vo (x, y) y (x, y) =c 


yı X, y) =C]; 


EXEMPLO 4. Determine uma família de curvas que seja ortogonal à família 
L +4 =c, x>0ey>0. 
Solução 
Seja q(x, y) = x? + 4y”. Temos 
Ve (x, y) = (2x, 8y). 


A família que queremos deverá, então, ser ortogonal ao campo 


F (x, y) = (—8y,2x). (Por quê?) 


As curvas desta família são as soluções da equação 


-8y dx + 2x dy = 0. 


(Veja a Seção 10.8 deste volume.) 


Separando as variáveis, vem 


a dx + a dy=0. 
x y 
Portanto, 
-4lnx+Iny =k. 
Segue que 


y=cx(c>0) 


é uma família ortogonal à família dada. 


EXEMPLO 5. Determine uma solução da equação 
X=2xX 

que satisfaça as condições x (0) = 0e x (0) = 1.. 

Solução 


X=2xXoOX—2xx=0. 


Seja x = x (t), t E I, uma tal solução. (I é um intervalo contendo 0.) Temos: 


logo, existe uma constante c tal que 


” 


x—- x =ceml. 


Tendo em vista as condições iniciais dadas, resulta 


ou seja, 


Separando as variáveis, vem 


e, portanto, 


arctgx=t+k. 
Sendo k = 0, pois x (0) = 0, resulta 


x=tgt, -S<i<5. a 


-— 


EXEMPLO 6. O movimento de uma partícula sobre o eixo x é regido pela 
equação 


Sabe-se que x(0)= 1e x(0)=«2.. Determine a posição x = x (t) da 
partícula. 


Solução 


Multiplicando por x, obtemos 


Temos: 


Seja x = x (t), t E€ I, a posição da partícula no instante t. (T é um intervalo 


contendo 0). Segue do que vimos acima que, para todo t € I Ed E il 0: 
2 12 


logo, existe uma constante c tal que, para todo t € I, 


Como x (0) = 0 e x nunca se anula, resulta que x > (t) O para todo t € I. (Observe 


p] 
yá 


que x é contínua.) Então x = + 
NVX 


Separando as variáveis, vem 


e, portanto, 


ou seja, 


EXEMPLO 7. Seja f (x) uma função definida e contínua no intervalo J e seja U 
(x) uma primitiva de —f (x) em J, isto é, U' (x) = —f (x) para todo x € J. Prove 
que se x = x (t), t € I for uma solução da equação # = f(x) 


então existirá uma constante c tal que, para todo t € I, 


¿2 
—- + U(x) =c. 


- 


Solução 
Basta mostrar que 


.9 
d | x4 


FI Za U J = 0 em/1. 


Temos 


à [UG ]= U (x) i= -fa t. 
dt 


Daí e pelo fato de x — f(x) = 0, resulta 


” 


a + U co] =tx-fQ)x=x[X—f())=0. 


dia 


Logo, existe uma constante c tal que, para todo t € I, 


Ty. 


xo 
TR +U w) = c. 


da 


(Veja também Seção 15.11 deste volume.) 


Observação (conservação de energia). Suponhamos que uma partícula de 
massa m = 1 deslocase no eixo Ox sob a ação da força resultante f (x) E onde f 
(x) é suposta definida e contínua no intervalo J. Seja U (x) uma primitiva de —f 
(x) em J. (Neste caso, a função U (x) denomina-se uma função energia potencial 
para f.) Pela 2.º lei de Newton (massa x aceleração = resultante) temos X = f(x), 


que é a equação que rege o movimento da partícula. Pelo exemplo anterior 


“9 


b A 
E +U (x)=c, 


o que significa que a soma da energia cinética com a energia potencial 
permanece constante durante o movimento. 


EXEMPLO 8. Seja 0 = 0 (t) solução da equação 


6 = sen 6. 


Suponha que 0 ()>0em [to; t1]. Mostre que 


c0 dg 


o 42c—2cosð 


onde c é uma constante conveniente, O(t) = 0, e 8 (t) = 8.. 
Solução 


Segue, do exemplo anterior, que existe uma constante c tal que, para todo t € 
[t tl -a + cosĝ =c. 
2 


dg 
= j2c — 2 cos . 


Segue da hipótese g (1) > 0 em E t] que — =, 
at 


No intervalo [t, t] a função O = O (t) é estritamente crescente, logo, 


dt l 


inversível. Seja t = t (0) a sua inversa. Temos -> = -~~~ 
J ( ) dg V2c— 2 cosh" 


Portanto, 
0 1 H 
Í l o do = [z (8)| li 
O y 2c — 2 cos 0 0o 
Como t (8,) = t, e t (0) = a resulta 
ro dg 
CR | | sia Da x 
Oo v2c—2cos 8 


0 


EXEMPLO 9. O movimento de uma partícula no plano é regido pela equação 


Determine a trajetória descrita pela partícula, supondo que ela parta do ponto (x,, 
Yo) dado. 


a) (1, 1) 
b) (0, 1) 

c) (1, 0) 

d) (1, —1) 
e) (-1,0) 
P (0, -1) 
9) C1, 1) 
h) (1, —1) 


Solução 


Multiplicando a 1.º equação por x e a segunda por —y e somando membro a 
5 i 
membro, obtemos (1) x—-— y— = 


Segue que toda solução 


|x= x (t) 


ly= y) 
do sistema dado é, também, solução da equação (1), ou seja, da equação 
xdx-ydy=0. 


Integrando, resulta 


ou 


Segue que, para toda solução 


[x= x (t) 


y(t) UEN 


do sistema dado, existe uma constante c tal que, para todo t € I, o ponto (x (t), y 
(t)) permanece sobre a curva de nível x° - y’ = c, 


que é uma família de hipérboles (c # 0) ou um par de retas (c = 0). A partícula 
que parte da posição (1, 1) descreve o movimento sobre a reta y = x (c = 0, neste 
caso); esta situação e as outras estão representadas na figura ao lado. As setas 
indicam o sentido de percurso. Observe que o sistema dado nos conta que a 
velocidade da partícula depende de sua posição e que na posição (x, y) a 


velocidade é , ; + x j. 


- 


Por exemplo, na posição (1, 1) a velocidade é ; + Es na posição (-1, 1) é F — j 
etc. 


EXEMPLO 10. Com relação ao exemplo anterior, determine a posição, no 
instante t, da partícula que parte da posição (x,, Yẹ) dada. 


Solução 


a) No instante t = O a posição é (1, 1). 


Como vimos, a partícula descreve o movimento sobre a reta y = x. Sendo, 
então, (x (t), y(t)) a posição da partícula no instante t, com t € I, teremos, para 
todo t E I, y (t) = x (t). 


Substituindo na 1.º equação do sistema dado, obtemos 


e, portanto, x = ke. Devemos tomar k = 1, pois, para t = 0, x = 1. Logo, 


é a posição da partícula no instante t. (Observe que 


fx =¢! 


ly =e! 


mM 
mi 


é solução do sistema dado no exemplo anterior; quando t percorre o intervalo ] 
—-o0, +oo[, o ponto (e, e) descreve a semirreta | (x, y) E R? |y = x,x> 0] 3) 


b) (xo: Yo) = (0, 1) | 
2 Z — 


A partícula descreve o movimento sobre o ramo de hipérbole x° - y? =-1,y > 
0. Segue que y = (1 +x2. 


Substituindo na 1.º equação do sistema, obtemos 


Separando as variáveis e integrando, resulta 


O [l E - =t+k. 


1+ x4 
Fazendo a mudança de variável x = tg 0, 


f- = [sec 6 ao = |n (sec 0 + tg) 


e, portanto, 


[=== Init? +x) 
1 E i 


(Estamos omitindo a constante, pois ela já foi considerada em (1).) Como x = O 
para t = 0, devemos tomar k = 0; assim, In ( J1 +x2 +x% =t 


ou seja, 
[ 9 .— . 
aJl + x+ PESE: 
Daí, 


1+x=e4-2xe' + x 


e, portanto, 


e! mE t 
y= 
2 
Substituindo em y = 41+ x?, obtermos 
e'+e e 
y=———— (verifique). 

2 

Deste modo, 
é Ro: et 


fornece-nos a posição, no instante t, da partícula que, no instante t = 0, ocupa a 
posição (0, 1). 


c) Co» Yo) = (—1, 1) 


O movimento se realiza sobre a reta 
y = —x (verifique). 


Substituindo na 1.º equação do sistema, obtemos 


dx 


dt 


Portanto, x = ke”. Para se ter x (0) = —1, devemos tomar k = —1. Portanto, 


Í x=— e 


= 


fornece-nos a posição no instante t da partícula que parte de (—1, 1). Observe 


que, para t > +o, a posição da partícula tende para a origem (0, 0). 
Os demais casos ficam para o leitor. 


EXEMPLO 11. (Mudança de variáveis.) Considere a equação 


P (x, y) dx + Q (x, y) dy = 0, (x, y) E Q. 


[= ) 


Sejam x = f (u, v) e y = g (u, v) duas funções de classe C! no aberto Q,, tais que, 
|u = u (t) 


para todo (u, v) E 2, (f (u, v), g (u, v)) E€ Q. Prove que se PER EI 


for solução da equação 


D R (u, v) pai du + (Ad dr | + O (u, SE du + Lis d! =0 
ðu ðv ðu d 


ON 


dx dy 


então 


E 
| 


f (u (t), v(t)) 
(3 ly = g (u (t), v£) 


será solução de (1). 
Observação. Na equação (2) acima 
P, (u, v) = P (f (u, v), g (u, v)) e 
Q, (u, v) = Q (f (u, v), g (u, v)). 
Solução 


Segue de (3) que 


ARS DA POE ON Rede RL DO E O (mia 
D dt ĝu dt ðv dt 
nu dy dg du ðg dv 

— = — (u (t), v PE a a uti: V (1) — 

(dt ðu dt dv dt 


Basta, então, substituir (3) e (4) em 


ix ly 
P(x, ni + Q (x, y) sia 
dt dt 


e observar que, por hipótese, 


[u = u (t) 
v(t) 


m 


é solução de (2). 


EXEMPLO 12. Considere a equação 


dy yaa 
dt FIT 


Determine uma solução y = y (x) cujo gráfico passe pelo ponto (2, 1). 
Solução 
A equação dada é equivalente a 
(x-y)dx+(x+y-2)dy=0,x+y-2#0. 


Façamos a mudança de variáveis 


i [jx=u+1 
Y ly=v+1 
Temos 

dx = due dy = dv. 


Substituindo na equação dada, vem 


(u — v) du + (u + v) dv = 0. 


{ N) 


Como estamos interessados numa solução que passa pelo ponto (2, 1), podemos 
trabalhar com u > 0. Dividindo os dois membros de (2) por u, obtemos 


1 as | du + | 1+ £ | dv= 0: 
| uj À u j 


Consideremos, então, a equação 


Façamos, agora, a mudança de variável 


= V 
(3) s=— ou v= sH. 
E u 
Temos 
dv ds 
— =u — +s. 
du du 


Substituindo na equação acima, obtemos 


C a \ 
d-9+d+9)[uD+s = 0, 
\ du j 


que é equivalente a 


du I+s 
— + = 


u l+ sé 


ds=0 


e, portanto, 


| a 
In u + = In(1 + s2) + arc tgs=k (verifique) 


ou seja, 
y ? 
Inu (1 +s)+2arctgs=c (c = 2k). 
Tendo em conta (1) e (3), resulta 


yal 
==] 


In [ (x — 1% RO= 12] + Zarctg =. 


Para x = 2 e y = 1 resulta c = 0. Uma solução y = y (x) do problema é, então, 


; nã x 2 2 = 
dada implicitamente pela equação In [(x — 1)" +(y— 1) ]+2arctg + = 0. 
E= 


(Sugerimos ao leitor esboçar o gráfico de uma tal solução; para isto passe a 


equação acima para coordenadas polares, fazendo 
|x—l=pcosg jeh ASi 
|y—1=p sen H Ra 


Sugerimos, ainda, verificar que 


jx=1+pcosð 


|y=1+ psen pm 


com p = ke e, onde k > 0 é uma constante, é solução da equação 
(x-ydx+(x+y-—-2)dy=0. 
Desenhe tais soluções.) Veja, também, Exercício 30 da Seção 10.5. 


EXEMPLO 13. Considere a equação 


7 ? 


=y —x fx? + y2) dx + (2xy— y Jx? +y2) dy =0. 
Determine uma solução que passe pelo ponto (0, 1). 
Solução 

Vamos passar para coordenadas polares. Façamos 


[x= p cosg 
|y= p senð 


Como estamos interessados numa solução que passe pelo ponto (0, 1) podemos 
trabalhar com p > 0 e O no intervalo JO, nl. Temos 


| dx = = (p cos 0) dp + (p cos 8) dg 


D ta sen 0) dp+-Z (p sen 8) dê 


ou seja, 


[dx= cos dp — p sen 8 dê 


(2) ldy= sen dp+p cos dð 


Substituindo (1) e (2) na equação dada e simplificando, obtemos (cos 0 — 1) dp + 
p sen 8 d0 = 0, 


que é equivalente a 


1 
a. dg =0 
p I— cos 8 


e, portanto, 


Inp -In (1 -cos 0) =c. 


Para p=1e0= 7 resulta c=0. Logo, 
[x = p cos 8 
|y= p senð 


com p = 1 - cos 0, 0 < 0 < m, é uma solução que passa pelo ponto (0, 1). 


A equação p = 1 — cos 6 é equivalente a p? = p - p cos 0, que em 
coordenadas cartesianas se escreve x? + y? + x= xl +y?. 


Uma solução da forma y = y (x) é então dada implicitamente por esta equação. 
Seja p = k(1 — cos 0), 0 € R. Sugerimos ao leitor verificar que para toda 
constante k > 0 


[x = p cos 8 
|y= p sen 


é solução da equação dada. Desenhe as imagens de tais soluções. 


10.11 EXERCÍCIOS DO CAPÍTULO 


1. Determine uma solução que satisfaça as condições dadas. 


a) y = 16! y(D=2 
b) y= 1+ (yy)? yvth=)2-ey'>0 
3 
c) x=x,x(l)=1 
2 2 : 
d) (x) tx =1,x(1)=0e x>0 
e) ž =2xž,x(0)=1 e x(0)=2 
: | TARS 
f ai =1,x(0)=2e x>0 
g) ¥ =1-— å? x(0)=1 eż (0)=0 


(Sugestão: Faça x = u.) 


h) iti x=, (5 a 
l 
i) e + (sec 0) p = 1 — sen 0, p = 3 para 0 = 0 
é 
j 
j MPT opne E 
dg l — sen 8 4 
D dxo xtt d(0=1 
dt x—t 
dv E) 2 a 
m) “=y -4 y(1)=0 
dx xé 


~ f u 
(Sugestão: A mudança xy = u, OU Seja, y= 7 com u = 


u (x), 


transforma a equação em uma de variáveis separáveis.) 


TERS e 
dx x“ 
dy y x? 

o) =="24+,=>.,y(1)=1 


2. Determine uma função y = f (x) definida num intervalo I, cujo gráfico 
5 
passe pelo ponto (0, a e tal que, para todo t > 0, t E€ I, o comprimento do 


gráfico de y = f(x), O < x < t, seja igual à área do conjunto 0 < y < f(x), < 0 


XSt. 


3. Uma partícula de massa m = 1 deslocase sobre o eixo x, sendo o 


; ; | 
movimento regido pela equação x = 


E 


Suponha que no instante t = 0, x (0) = 1 e x(0) = O. Calcule o tempo gasto 
pela partícula para se deslocar da posição x = 1 até a posição x = 2. 


4. (Pêndulo simples.) A um fio muito leve de comprimento L está pendurada 
uma partícula de massa m. Tal partícula é afastada da vertical e 
abandonada. 


Desprezando-se a resistência do ar, mostra-se em física que o movimento 
; Aa A 
da partícula é regido pela equação 6 = = sen 6, 


onde g é a aceleração gravitacional suposta constante. Admita que no 
T ai 
instante t = 0, 0 (0) = a, 0< a < >. e 0 (0) = 0, Mostre que o tempo gasto 


pela partícula para sair da posição a e atingir a posição -æ pela primeira 
» | 2L (a do 

vez é -— | ——e, 

y g “0 4jcos 0— cosa 

5. Um objeto aquecido a 80°C é colocado em um quarto a uma temperatura 
ambiente de 10°C; um minuto após a temperatura do objeto passa a 70°C. 
Admitindo (lei de resfriamento de Newton) que a temperatura T = T (t) do 
objeto esteja variando a uma taxa proporcional à diferença entre a 


temperatura do objeto e a do quarto, isto é, Z =a(T— 10), 
í 


determine a temperatura do objeto no instante t. (Suponha t dado em 
6. minutos; é a constante de proporcionalidade.) Suponha que x = q (t, t E I, 


seja solução da equação y= —4x 


e que satisfaça as condições iniciais ọ (t) = 1 ee (t)=0 (t, E I). Prove 
que, para todo t E I, -1 < ọ (t) < 1. 


7. Determine uma função f cujo gráfico passe pelo ponto (1, 1) e tal que, para 
todo p no seu domínio, a área do triângulo de vértices (p, 0), (p, f(p)) e M 
seja 1, onde M é a interseção da reta tangente em (p, f (p)) com o eixo x. 


8. Determine uma função f cujo gráfico passe pelo ponto (1, 1) e tal que, para 
todo p no seu domínio, a área do triângulo de vértices (p, 0), (p, f(p) e M 
seja igual a p, onde M é a interseção da reta tangente em (p, f (p)) com o 
eixo x. 


9. Considere a equação de Clairaut 
(1) y= xy + (y JE 


Prove que toda solução y = y (x) de (1) que seja derivável até a 2.º ordem é, 
também, solução de (x + 2y) y" = 0. 


Determine, então, uma família de soluções de (1). 


(Sugestão: Derive em relação a x os dois membros de (1).) Observação. 
Seja y (u) uma função de uma variável definida num intervalo. Toda 


equação do tipo y = xy' + wy(y) 
denomina-se equação de Clairaut. 
10. a) Verifique que 
yY =a y) +02 


é uma equação de Clairaut. 


b) Determine uma família de soluções satisfazendo a condição y' < 0. 

11. (Restrinja-se a x > 0.) Seja T uma reta tangente ao gráfico de y = f(x) e 
sejam A e B as interseções de T com os eixos coordenados. Determine 
uma função f, cujo gráfico não seja uma reta, tal que o segmento AB 
tenha comprimento 1, para toda reta tangente T. (Suponha que o 

12. gráfico de f esteja contido no 1.º quadrante e que f (x) < 0.) Determine 
uma função y = f (x) que tenha a seguinte propriedade: a reta tangente 
no ponto P = (x, y) encontra o eixo y no ponto Q de modo que, 
qualquer que seja o ponto P, o segmento PQ tenha comprimento 
constante a, a > 0, e tal que f (a) = 0. 


13. Determine uma função y = f (x) definida num intervalo I, cujo gráfico 
passe pelo ponto (0, 5 tal que, para todo t € I, t > 0, a área da superfície 
obtida girando, em torno do eixo x, O gráfico da função y = f(x), 0 <x <t, 
seja iguala 2 nt. 


14. Determine uma equação do tipo P dx + Q dy = 0 cujas soluções y = y (x) 
sejam dadas implicitamente pelas equações x + 2xy - y = c. 


15. Determine uma família de curvas que seja ortogonal à família dada. 


a) x +2% =c 

b) xy =c 

c) xXy-xX=c,x>0 
d) x? +2xy -y =c 


16. Sejam P (x, y) e Q (x, y) duas funções definidas em R? e homogêneas de 
mesmo grau À, isto é, para todo t > O e para todo (x, y), P (tx, ty) = ÊP (x, 


(x= x(t) 


y) e Q (tx, ty) = ÉQ (x, y). Seja i tEI 


(V=yt(t) 


solução da equação 


P (x, y) dx + Q (x, y) dy=0. 


Prove que, para todo t> 0, 


JESTI) . 
ly=ry(t) !5 


será, também, solução. Interprete geometricamente. 


17. Considere a equação 
(x — 2y) dx + (y + 2x)dy = 0. 


a) Verifique que 


é solução. 


b) Determine uma solução que passa pelo ponto (2, 0). 
(Sugestão: Observe que a solução do item a passa pelo ponto (1, 0) e 
utilize o exercício anterior.) 


c) Utilizando o item a e o exercício anterior, conclua que as equações 


y 
E +. 4arctg— 
(xº Ty je x =k 


definem implicitamente uma família de soluções da equação dada. 


18. Suponha que 


[x= f (t) x 
f t E I (I intervalo) 
|y = g(t) 


seja solução da equação 


P (x, y) dx + Q(x,y)dy=0 


e f' (t) > 0 em I. Seja t = h (x), x E€ J, a inversa de x = f (t), t E I. Prove que 
y =g (h(x), x EJ, 


é, também, solução da equação dada. Interprete. 


19. Sejam m, n, p e q constantes dadas. Mostre que a mudança y = sx 


, , 

S dy nx* + ny4 

transforma a equação =" m 
dx pxº + gy” 


numa de variáveis separáveis. 


20. Determine uma família de soluções da equação 


21. O movimento de uma partícula no plano é descrito pelo sistema. 


Desenhe a trajetória descrita pela partícula supondo que ela inicia o 
movimento na posição (0, 1). 


22.a) Determine constantes a e b de modo que a mudança de variáveis 


[x =u+a 
|y= v+b 


transforme a equação 


(3x + 2y - 5) dx + (2x +y + 1)dy = 0 


em 


(3u + 2v) du + (-2u + v) dv = 0. 


b) Determine uma solução y = y (x) de 


(3x+2y-5)dx+(-2x+y+1D)dy=0 


cujo gráfico passe pelo ponto (0, 0). 
(Sugestão: Veja Exemplo 12 desta Seção.) 


23. Considere a equação 


P (x, y) dx + Q (x, y) dy=0. 


Mostre que a mudança de variáveis 


p cos 


p sen 8 (p > 0) 


[x= 
p= 
transforma a equação acima em 1 


l 
— dp + g (p cos 0, p sen 0) d0 = 0 
p 


onde 


pes O(x,y)x— P(x, y)y 


g (xy - 
P(x y)x+Q(x y)y 


24. Considere a equação 2 
(x° - y°) dx + xy dy = 0. 


Passe para coordenadas polares e determine uma solução y = y (x) tal que 
y(1)=1. 


25. O movimento de uma partícula no plano é regido pela equação 


Desenhe a trajetória descrita pela partícula, supondo que o movimento se 
inicia na posição (0, a), a > 0. 


26. Suponha que 


[x=x (t) 


m 
E=] 


ly=y(t) 


seja solução do sistema 


| dx 

— =y 
dt 
dy 


—— X 


dt E 


e que x (0) = e y (0) = 0. Prove que, para todo t € R, [x (1? + 2 [y ()] ° = 
0 


Conclua que, para todo t € R, 


x=0ey(t)=0. 
27. Considere a equação 
(mx + ny) dx + (px + qy) dy = 0, (x, y) E Q, 


onde Q é o semiplano y > 0; m, n, p e q são constantes dadas e n = — p. 
l 


3 


Suponha, ainda, m > 0 e q > 0. Prove que PE E 
mx“ + qyo 


é um fator integrante, 


28. Utilizando o exercício anterior, resolva a equação 


(x + y) dx + (-x + y)dy =0, y> 0. 


29. Considere a equação 


30. 


(mx + ny) dx + (px + qy) dy = 0, (x, y) E Q, 
onde Q é o semiplano y > 0; m, n, p e q são constantes dadas tais que (n + 
př — 4mg <0. 


Prove que 


l 
-a.a 
mx“ +(n+ p) xy +qy“ 


é um fator integrante. Verifique, ainda, que tal resultado continua válido 
com 


Q = {x, y) E R? 


(x,y) É A) 


onde A = {(x, 0) E€ R° | x > 0 }. (A é o semieixo positivo dos x.) Vimos no 
Exemplo 12 desta seção que 


y 4 y— I 
inf &œ&— 1; +(y—1)]+2artg RE] =c 
bc 


definem implicitamente soluções y = y (x) da equação 
í 1) (x—y)dx+ (x+y-—2)dy=0. 
Faça 


—1 
i 


Ri > Yy 
e (x, y)=lIn[(x— 1) +y — 1) ]+2arctg +- 
x 


dp (O . E ; - 
Calcule Pa F Determine, então, um fator integrante para (1). 
x y 
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EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 
LINEARES DE ORDEM n, COM 
COEFICIENTES CONSTANTES 


11.1. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS LINEARES DE 1.º 
ORDEM, COM COEFICIENTES CONSTANTES 


Nesta seção e na próxima, vamos rever, rapidamente, assuntos já abordados 
no Cap. 5 do Vol. 2. Sugerimos ao leitor rever tal capítulo e o Apêndice 1. 


Sejam dados um número a e uma função f definida e contínua num intervalo 
I. Uma equação diferencial linear, de 1.º ordem, com coeficiente constante, é 


s . dx i 
uma equação da forma (1) — + ax = f(1). 
7 dt 


Multiplicando ambos os membros de 4) pelo fator integrante e”, obtemos 


dx Kerio 
et — +are! =e" f(t) 
dt 


ou 


P d , 
(2) — [x eU] = et et) 
- ad 


pois 


d dx 


— [x e] = — e“ + ax ef. 
dt dt 


Como f é contínua em I, ea f(t) admite primitiva em I. De (2) segue que x e” é 
da forma x e” = k + | e! f(t) dt 


ou 


(3) x=keU+ed | et f(x) dt 


com k constante. Por outro lado, é fácil verificar que as funções da forma (3) são 
soluções de (1). Chegamos, assim, ao importante resultado: 


As soluções de 


dx : 
=P: DE = f(t) 
dt 


são as funções da forma 


D x=ke +e ™ ] e% f(t) dt 


com k constante. (Reveja Seção 10.4 deste volume.) 


Observe que, no cálculo de Jer f(t) dt, a constante de integração pode ser 


omitida, pois tal constante já está incorporada na constante k; isto significa que, 
em (4), estamos olhando | e% f(t) dt como uma particular primitiva de ea f (t). 


Seja t, um real fixo em I. Como 


pt 
| eu f(u) du 
t 


0 


é uma particular primitiva de e” f (t), segue que a fórmula (4) pode, também, ser 


pt 


colocada na forma | x = k e7% + era | e f(u) du. 
t 
0 


EXEMPLO 1. Considere a equação 


dx 
— — x =sen t. 
dt 


a) Determine a solução geral. 


b) Determine a solução que satisfaz a condição inicial x (0) = 1. 
Solução 


a) Tendo em vista (4, a solução geral é (a = -1 e f (© = sen t) 
x=kel+e jo sen t dt. 


| e 
Como fe sen tdt = —— e™ [cos t + sen t] (verifique), resulta 


| 
x=ke — = [cos t + sen t]. 


- 


b) Precisamos determinar k para se ter x = 1 para t = 0. 


A solução que satisfaz a condição inicial dada é 


l 
A [cos t + sen t]. = 


di 


E 
3 

E 
P) 


EXEMPLO 2. Na figura abaixo está representado um circuito utilizado para 
carregar um capacitor. 


C 


Mostra-se em física que a carga q = q (t) no capacitor é regida pela equação dq q 


RE taR 
dt C 


onde R é a resistência, C a capacitância e E a força eletromotriz. Supondo R, C e 
E constantes e q (0) = 0, determine a carga, no instante t, no capacitor. 


Solução 


A equação dada é equivalente a 


ki PA i | : E 
ral é| a = — e n=É| 
A solução gera é | Mi = 


E 
q =k else ] R et dt. 


Como [5 e” dt = = eY, resulta 


a 


q=k eT% + E 
aR 


ou seja, 


é a carga, no instante t, no capacitor. 
E 
Para finalizar a seção, observamos que, se em (1) substituirmos x por y e t por 


~_ dy > 
x, obtemos a equação E +ay= f(x), 
ax 


cuja solução geral é 


y — k e +. ET ] e fi x) dx. 


Exercícios 11.1 


1. Determine a solução geral. 


= dy 
a) ——2x=e b) 3 —+y=4 
dt dx 


di ds 
2 tyst d —-s=e! 
dt dt 
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2. Uma partícula desloca-se no eixo Ox de modo que a soma da velocidade 
com a posição x = x (t) é constante e igual a 2. Sabe-se que x (0) = 0. 


a) Determine a posição x = x (t) da partícula no instante t. 

B) Esboce o gráfico da solução encontrada. (Suponha t > 0.) Uma 
partícula desloca-se sobre a parábola y = x”. Sabe-se que o movimento 
da sua projeção sobre o eixo Ox é regido pela equação = +x=t 


4. 


a) 


e que x (0) = 0. Determine a posição da partícula no instante t. 


Uma das equações básicas dos circuitos elétricos é 
di 
L—+ Ri = E(t), 
dt 


onde L (Henry) é a indutância, R (Ohms) a resistência, i (Ampère) é a 
corrente e E (Volt) a força eletromotriz. Resolva a equação supondo L e R 
constantes não nulas, E (t) E, para todo t e i = O para t = 0. 


b) L= 2, R= 10, E(t) = 110 sen 120nte i = O para t = 0. 
Esboce o gráfico da solução da equação 


dy y 
— +y = 2x + x4 
dx 


que satisfaz a condição inicial dada. 


a) y(0)=0 
b) y(0)=1 


11.2. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS LINEARES, 


HOMOGÊNEAS, DE 2.º ORDEM, COM 
COEFICIENTES CONSTANTES 


Os resultados que destacamos a seguir foram provados no Cap. 5 do Vol. 2. 


(Reveja tal capítulo!!!) 


Seja a equação homogênea 


ž + bý + cx = 0 (b e c reais dados) e sejam À,, À, as raízes da equação 


característica 
N+bA+c=0. 


(I) Se à, ZA, À e à, reais, a solução geral será x = Ae: [A + Bt]. (A, BE R) (ID 
Se À, = À, a solução geral será 


x = e: [A + Bt]. (A, B € R) (IIT) Se as raízes forem complexas, À = a + fi, a 
solução geral será x = e« [A cos Bt + B sen Bt] (A, BE R) 


EXEMPLO 1. Considere a equação 2 


De ai a N 
dt“ dt 


a) Determine a solução geral. 


b) Determine a solução que satisfaz as condições iniciais x (0) = 1 e x(0) = 0. 
Solução 
a) A equação característica é 
N+3A+2=0, 
cujas raízes são — 1 e — 2. A solução geral é, então, 
x=Ae'+ Be“. 


b) Para t = 0, x = 1; daí 


®© A+B=1. 


Como (0) = 0 e «= Ae ' — 2Be *, resulta -A — 2B = 0 


e, portanto, A = —2B. Substituindo em (1), obtemos B = 1;logo, A = 2. Assim, x = 
Ze * ni e”: 


é a solução pedida. 
E 


EXEMPLO 2. Determine a solução geral da equação 


i 

d z j dy 
B] , 

dx- dx 


Solução 
À = 2 é a única raiz da equação característica 
A -4A +4=0. 
A solução geral é 
y = Ae'x + Bxe’x, 
ou seja, 
y= ex [A + Bx]. 
E 


EXEMPLO 3. Considere a equação 


12 v 
z ) +5y=0. 
dx“ 


Determine a solução geral. 
Solução 
As raízes da equação característica 
N+5=0 
são Si e — 45i (@=0 e B= 45). Segue que a solução geral é 


y = A cos 45x + B sen 5x. 
EXEMPLO 4. Determine a solução geral da equação 


X+4x+5x=0. 


Solução 
A equação característica é 
NR +4A+5=0, 


cujas raízes são 


ou seja, 


A=-2+i(a=-2eB=1). 


A solução geral é, então, 
x = e°: [A cos t + Bsent]. 


EXEMPLO 5. O movimento de uma partícula sobre o eixo Ox é regido pela 
equação my + kx = 0, 


onde m > 0 e k > 0 são constantes reais dadas. Descreva o movimento. 
Solução 
A equação é equivalente a 
k 


2 , ; e a 2 2 
x+wx=0, onde wł = —. As raízes da equação característica A +w =0 
m 


são À = +wi. («= 0 e B = w). A solução geral é, então, x = A cos wt + B sen wt. 
Tomando-se q tal que 


A = |A? + B? cosp e B=4|A? + B? sen ọ 


(IOP | = yA? + B?) 


resulta 


x= yA? + B? [cos ¢ cos wt + sen q sen wf], 


ou seja, 


x= VA? + B? cos (wt — e). 


Trata-se, então, de um movimento harmônico simples de amplitude A? + B2. 


EXEMPLO 6. Considere uma mola com uma das extremidades fixa. 


0 


Suponha que a origem, x = 0, coincida com a extremidade livre da mola, quando 
esta se encontra em seu estado normal (não distendida). Se a mola for 
comprimida ou distendida até que a sua extremidade livre desloque à posição x, 
a mola exercerá sobre o agente que a deforme uma força cujo valor, em boa 


= 


. ~ z => ? 
aproximação, Sera p(yy=—ky i (Lei de Hooke), 
onde k é a constante da mola. Suponha, agora, que a mola seja distendida e que 
uma partícula de massa m seja presa na sua extremidade livre e, em seguida, 
abandonada. Determine a posição x = x (t) da partícula no instante t supondo x 


(0) = x, e x(0) = 0. (Despreze o atrito.) Solução 


Pela segunda Lei de Newton 


que é equivalente a 


my + kx = 0. 
Segue do exemplo anterior que a solução geral é 


x = A cos wt + B sen wt, 


TN- E edema do aa : E S 
onde wł = —. Para que as condições iniciais sejam satisfeitas devemos ter A = x 
m 


e B = 0. (Verifique.) 


0 


Logo, a posição da partícula no instante t é dada por 
X = x, COS wt. 


EXEMPLO 7. Uma partícula de massa m desloca-se sobre o eixo Ox sob a ação 
de uma força elástica -,.; (k > 0) e de uma força de amortecimento 
(c > 0). Prove que a energia 


— 


proporcional à velocidade e dada por -e4 


mecânica 


> oa xo 
m— +k — 
p) j 


a, ka 


é decrescente em [0, +00]. 
Solução 


Pela segunda Lei de Newton, 
mx = —kx — cx, 


que é equivalente a 


mx + kx =-—ckX. 


[md ) 


Vamos, agora, calcular a derivada, em relação ao tempo t, da energia 


dt 


A d x? x? n : 
mecânica. Temos ma a +k | = miš + ox. 


Tendo em vista (1), resulta 


para todo t > 0; logo, a energia mecânica é decrescente em [0, +o0[. Era razoável 
esperar tal resultado? Por quê? 


EXEMPLO 8. Uma partícula de massa m desloca-se sobre o eixo Ox sob a ação 
de uma força elástica ,,; (k > 0) e de uma força de amortecimento 
proporcional à velocidade e dada por ṣe; 7 
rege o movimento e discuta as soluções. 


(c > 0). Determine a equação que 


Solução 


Pela segunda Lei de Newton, 
mx = -k — cx, 
ou seja, 


mš + cx + kx =0. 


que é a equação que rege o movimento. Esta equação é equivalente a 


X+2yx+w2x=0, 


[ma 


C ` k z ~ z . ~ 
onde y = — e w^ = —. As raízes da equação caracteristica são: 


2m m 
E) 


A=-yt)y2 —-w2. 


š . Z o . 2o 2 2 2 
1.º Caso. Movimento oscilatório amortecido ou subcrítico (y^ < w^) Sendo y^ < 
w°, as raízes da equação característica serão complexas: À = — y + Wi, 


onde w =, w? — y? A solução geral de (1) será x = e" [A cos wt + B sen wt] 


e, portanto, 


x = Ke "cos (wit — ẹ) 


onde K = |A? + B? e ọ é tal que A = K cos ọ e B = K sen q. 


2.º Caso. Amortecimento crítico (y = w°) Neste caso, a equação característica 
admitirá uma única raiz real À = —y. A solução geral será x = Ae” + Bte", 


ou seja, 


x=e [A + Bt] | 


; 14. 2 2 2 z 
3.º Caso. Amortecimento forte ou supercrítico (y? > w°) Sendo y° > w°, as raízes 
da equação característica serão reais e distintas: À = -y + Q, 


onde Q = jy? — w2. A solução geral será | x=eY [Act + Be], 


A figura abaixo mostra o gráfico da solução que satisfaz as condições iniciais 


x (0) = x, (x, > 0) e (0) = 0. 


amortecimento forte 
Xo "di 
amortecimento crítico 


N oscilatório 


amortecido 


Note que, nos casos 2 e 3, o amortecimento é suficientemente grande de 
modo a não permitir oscilação da partícula em torno da posição de equilíbrio (x 
= 0). Observe, ainda, que se k e m forem mantidos constantes, a partícula tende 
para a origem cada vez mais lentamente, à medida que o fator de amortecimento 
c cresce. 


EXEMPLO 9. Uma partícula de massa m = 1 desloca sobre o eixo Ox sob a 
ação da força elástica s,; e de uma força de amortecimento proporcional à 
velocidade dada por 4; 7. Sabe-se que x (0) = O e (0) = 1. Determine a posição 
da partícula no instante t. Esboce o gráfico da solução encontrada. 
Solução 
A equação que rege o movimento é 
x =—5x — 4x, OU seja, 


x+4x+5x=0. 


A solução geral é 


x = e x [A cos t + B sen t]. (Verifique.) Segue que 


x=e“sent 


é a solução que satisfaz as condições iniciais dadas. 


Seja À = a + iß um número complexo dado, com a e ß reais. No Apêndice 1 


o. x 
do Vol. 2 definimos e : | eàt = ela + ipt = eat [cos Bt + i sen Bt]. 


A relação acima é conhecida como relação de Euler. Fazendo t = 1 na 


relação acima, resulta: | ex +i = e“ [cos B+ i sen £]. 


Sea=0 


e'B = cos B + i sen B. 
Consideremos novamente a equação 


x+bx+cx=0, 


onde b e c são reais dados. Sejam À, Z À, as raízes, reais ou complexas, da 

equação característica. No apêndice anteriormente mencionado, provamos que a 
~ ~ 7 À A 

solução geral da equação dada é x = A e''+ Be, 

com A e B, complexos. É claro que, agora, estamos olhando as soluções como 


funções de R em C, onde C é o conjunto dos números complexos. (Veja 
Apêndice 1 do Vol. 2.) EXEMPLO 10. Determine a solução geral da equação 


E a o o A 


Solução 
As raízes da equação característica 
N+21+2=0 
são À = —1 + i. A solução geral é, então, 
x=A + Belt; 
ou seja, 
X = e [A er + Be. 

Pela relação de Euler 


eir=cost+isent 


e"=cos(-t)+isen(-t)=cost-isent. 


Substituindo na solução geral, vem 


see [A (cos t+ isent) + B (cost — i sen f)] 


e, portanto, 


x=ei|[Acost+ B sent], onde A =A, + B, eB=ilA - B]. 


a 
Exercícios 11.2 
1. Resolva a equação 
d?x dx 12y 
a) — -5+ 4r =0 b) — -9y = 0 
dt“ dt dx? 
c) x— 10x + 25x = 0 d) x+9x=0 
2y ty 
e) — +42 +5y=0 P4%+9x=0 
dx? dx 
g) ï +12 +36x=0 q a ET 
dt“ dt 


2. Esboce o gráfico da solução que satisfaz as condições iniciais dadas. 


a)x+2x+2x=0, xX0)=0 e x(0)=1 
b)x+2x+tx=0, x(0)=1 e xX0)=0 


)xXx—x=0, x(0)=2 e xX(0)=0 


3. Determine a solução do problema. 


d?y dy 
a) — 


+2 — =0, v(0)=1 e y(0)=2 
dx“ dx 


b) x—-5x=0, x(0)=2 e xX0)=0 


d2x s on 
)—s +9x=0, xX0)=1 e x(0)=—1 


dt“ 


Resolva a equação 


> 

dºy dy E P 
a) m ——= + n — = 0, onde m e n são constantes não nulas 

ax” dx 

e. . n) r me 

b) x+ 2ax + a“ x = 0, onde & é uma constante não nula 
c)x+8x=0 
d xtx+tx=0 


Uma partícula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo Ox sob a ação da 
-xi 
velocidade dada por _ 


força elástica e de uma força de amortecimento proporcional à 


2x ii: 


partícula no instante t e discuta o movimento, supondo x(0) = 1 e x(0) = O 


Determine a posição x = x (t), t > 0, da 


b) xX(0)= 1 e (0) = -2 


Uma partícula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo Ox sob a ação da 


força elástica e de uma força de amortecimento proporcional à 


—2x 1 
velocidade dada por 5, 7. 


posição x = x (t), t 2 0, e discuta o movimento. 


Suponha x (0) = O e (0) = 1. Determine a 


Uma partícula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo Ox sob a ação da 
força elástica 4, 7. Supondo x (0) = 1 e x (0) = -1, determine a 


velocidade no instante t. 


f é uma função definida em R tal que sua derivada segunda é igual à 
diferença entre sua derivada primeira e ela própria. Determine f sabendo, 
ainda, que f (0) = 0 ef (0)=1. 


9. Um móvel desloca-se sobre o eixo Ox com aceleração proporcional à 
diferença entre a velocidade e a posição. Determine a posição x = x (t) do 
móvel, supondo x (0) = 2, (0) = 1 ex (0) =0. 


10. Uma partícula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo Ox sob a ação de 
uma força elástica 


— 


—y ; € de uma força de amortecimento proporcional à 
a) velocidade dada por -+ 7 (c>0)- Determine c para que o movimento seja: 
Fortemente amortecido 


b) Criticamente amortecido 
c) Oscilatório amortecido 


11.3. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS LINEARES, COM 
COEFICIENTES CONSTANTES, DE ORDENS 3 E 4 


Consideremos a equação diferencial linear de 3.º ordem, homogênea, com 
dx d?x dx E 
O Do, Ta S Tae, 


coeficientes constantes, (1) 
E dt dtt dt 


onde a, a, e a, são reais dados. Sejam à, i = 1, 2, 3, as raízes, reais ou 
complexas, da equação característica 
(2) Ar ta A” +aA+a,=0. 


No Apêndice 1 do Vol. 2, vimos que a solução geral de @ é 
x = Ae! + Bet! + Celi! se À; * À, para à  j; 
= Ae + Bte™' + Cl se A| =À, + Ay; 


y= Ae! + Bte™i' + Cte™! se À, =A=A 


= 
| 


ST] 
+ 


Como estamos supondo a, a, e a, reais, segue que se (2) admitir a raiz 
complexa a + if, admitirá, também, a complexa conjugada a — if, (verifique). 


Supondo que À, seja a raiz real, a solução geral (1) será, então, x = Ae! + + B e(a + 
iß)t + cel “ip 


Pela relação de Euler 


Be ip + C e(a — iB)t=e“ [B cos ft + C sen ft], onde B = B, + C, e C = i(B, - 
C). Portanto, a solução geral será x = Ae! : + e“ [B cos Bt + C sen ft]. 


Da mesma forma resolvem-se as equações lineares, homogêneas, com 
coeficientes constantes, de ordem n > 3. (Verifique.) EXEMPLO 1. Determine a 
solução geral da equação 


f-x=0 


Solução 
A equação característica é 
à -1=0. 


Como À — 1 = (à - 1) (A? + à + 1), a equação acima é equivalente a 


Aà—1=0 
ou 
AZ+A+I1=0. 


A equação característica tem a raiz real 1 e as complexas 


[ l s h E P 5 
da= pa — | A solução geral será, então, 


l - 5 
er E à v3 
x = Ae! +e 2 |B cos - t+C sen =— t |. a 


EXEMPLO 2. Determine a solução geral de 
y” —y' -y +y=0. | y =— | 
Solução 
A equação característica é 

N-N-A+1=0, 
cujas raízes são 1 (raiz dupla) e — 1. (Por inspeção, verifica-se que 1 é raiz; 
dividindo o 1.º membro por À — 1, obtemos: À - à? - A + 1 = (À - D(A? - 1) = (À 
— DA + 1).) A solução geral será, então, 

y = Ae + Bxe + Ce a 
EXEMPLO 3. Determine a solução geral de 


ae 2 
e E L 


252 =0. 
dx? dx“ 


Solução 
A equação característica é 
NX +2N=0, 
cujas raízes são O (raiz dupla) e —2. A solução geral será, então, 


y =A + Bx + Ce”. a 


EXEMPLO 4. Determine a solução geral de 


X—3X+3% —-x=0. 


Solução 
A equação característica 
A -3A +3A-1=0 
admite a única raiz real 1 (raiz tripla). A solução geral será, então, 


x=e(A+Bt+ CÊ). E 


Consideremos, agora, a equação de 4.º ordem 


e 14x Bx d2x ix 
- gta +a ; — +a É + ax =0, 
E dt dt” dt dt 


onde a, a, a, e a, são reais dados. Sejam À, i = 1, 2, 3, 4 as raízes, reais ou 
~ Ai nak 3 2 
complexas, da equação característica à“ + a A + a à° + a À + a, = 0. 


Com procedimento análogo aos casos anteriores prova-se que a solução geral 
de (3) será: x = Ae": + Be", + Cel, + De’; 


se as raízes forem distintas duas a duas; 


x = AeM! + BteM! + Cel! + Del4! 
se À| = À, Àj AA, ZA CA, * As 


x = AeM! + Bte™t + Ce! + De't 


x=eM! [A+ Bt + Ct? + DP] 


Ant At 
x= Ae^' + Bte™!' + Ce 3 + Dte 3 


Utilizando-se a relação de Euler, verifica-se que se a equação característica 
admitir as raízes reais distintas À,, À, e as complexas a + if, então a solução geral 
será x = Ae! « + Be: + e. [C cos Bt + D sen ft]; evidentemente, se A, = À, então 


x = eù: [A + Bt] + e“ [C cos Bt + D sen ft]. 


Se a equação característica admitir as raízes complexas æ+ iß eê iy, 
teremos x = e“ [A cos Bt + B sen Bt] + es [C cos yt + D sen yt]. 


Deixamos a seu cargo pensar como será a solução geral no caso em que uma 
raiz complexa é dupla. (Veja Exemplo 7.) EXEMPLO 5. Uma partícula de 
massa m = 1 desloca-se no plano sob a ação da força F(x, y)=yi Tia FA 


Sabe-se que no instante t = O a partícula encontra-se na posição (0, 0) e que, 
neste instante, sua velocidade é 7} = (0. 1) Determine a posição da partícula no 
instante t. 


Solução 


Pela segunda Lei de Newton (F da y devemos ter 


[=y 
[j= 


(-) 


Derivando a 2.º equação duas vezes em relação ao tempo, obtemos 


dy _ ; 
dtt o 


Tendo em vista a 1.º equação, resulta 


d*y 
dt 4 


- y = 0, 


N) 


que é uma equação diferencial linear, homogênea, com coeficientes constantes e 
de 4.º ordem. A equação característica de © é ìf — 1 = 0, 


que é equivalente a 
Q- DA’ +1)=0, 


cujas raízes são: +1 e +i. A solução geral de (2 é, então, 
it 


y=4º+Be + Ce" + De". 
Pela relação de Euler 


e'=cost+isent 


e"“=cost-isent. 


Segue que 


y=Ae+Be'+Ccost+Dsent, 


onde C = C, + D, e D = i (C, - D). Como x = y (2.º equação de (1)), resulta x = 
Ae' + Be“ - C cos t — D sen t, Para que as condições iniciais sejam satisfeitas, 
devemos ter 


0=A+B+C 
0O=A+B-C 
I=A-B+D 
0=A-B-D. 


Resolvendo este sistema, obtemos 


Assim, 


a l 
t — e) — — sen t 
9 


1 
4 2 
1 
4 


= l 
|x= (et —e +> sent 


pa 


fornece-nos a posição da partícula no instante t. Como 


2t — "4 t 
é € 


resulta 


l 
x= sht — — sen t 


pas 


2 


l 
y = — sh t + — sen t 
E F) 


æ 


| 
7 


onde sh t é o seno hiperbólico de t. (Veja Vol. 2.) Sugerimos ao leitor tentar 
fazer um esboço da trajetória descrita pela partícula! 


Antes de passarmos ao próximo exemplo, vejamos como se resolve a 
equação 


NX + 16=0. 


As raízes desta equação são todas complexas e de módulo 416 = 2. 


(Veja: 


2*/=|-16] = |A|=*/16.) Os números complexos de módulo 2 são da forma 2 
(cos 0 + i sen 60),0<0<2nm. 


Como e” = cos 6 + i sen 0, resulta 
2e0=2 (cos 0 + i sen 6). 


Vamos, então, determinar 6 de modo que 2e” seja raiz da equação dada. 
Devemos ter (2ei0)' = — 16, 


que é equivalente a 


ou ainda 
cos 40 + i sen 40 = -—1. 


Basta, então, determinar 0, 0 < 0 < 27, tal que 


cos 40 =- 1. 


Temos: 


cos40=-1540=2kn+7. 


Como 0 e [0, 2, resulta 


EXEMPLO 6. Determine a solução geral de 


dy 
d? + 16y=0. 
dt 


Solução 


A equação característica é 
NX + 16=0, 


cujas raízes, como vimos acima, são: 
2 + 2 è —y42 + in'2 É 


Segue que a solução geral da equação dada é 


y = eN2t Ape iv?! + Bie -=i v2t] +4 em2t [Ce 'v2! at Dje-iv2t] 


ou 


y= eNZt [A cos 42 t + Bsens2t]+e “2! [C cos 42t + D sen 42t]. (m) 


EXEMPLO 7. Determine a solução geral de 


14x d2x 
- +2-—-> +x=0. 


dtt dt? 


Solução 
A equação característica é 
At +2)°+1=0. 
Como 


A + 2A° + 1= (A? +1) = (A + i? (A - ii)”, segue que i e — i são raízes duplas. A 
solução geral da equação dada é então x = A eir + B tei + Ce-i + D te-i, ou seja, 


X =A ei + Cei + t[B e" + De ™]. 


Logo, 


x=Acost+ Bsent+t[Ccost + D sen f] E 


Exercícios 11.3 


1. Determine a solução geral 


a)y” +2y"—y —2y=0 by” —y'=0 
é ecoa dy dy dy 
)x—-2x+ 4x -—-8x=0 d) RE Ser e E 
dx- dx^4 dx 
) aty l6y=0 ) dix „dx +x=0 
€ — 40y = e - x= 
dx dtt dt? 
d*y ER Tag 
g) r > +2y=0 h)x+x-—2x=0 
dx dx” 
or gra j — day dy d2y as 
i) +2 +x= j) -3—; + -3 — = 0 
dtf dt? dt do da dx 


2. Considere no plano um campo de forças conservativo F (x, y), com 
I5 a 


energia potencial U (x, y) = xy — Pd 

isto é, F (x. v) = -VU (x. v Uma partícula de massa m = 1 é abandonada na 
posição (1, 1), com velocidade nula. Determine a posição da partícula no 
instante t. 


3. Uma partícula de massa m = 1 desloca-se no plano sob a ação da força 


— 


- 
ips tie Ip) P. 


Sabe-se que no instante t = O a partícula encontra-se na posição (-2, 0) e 
que, neste instante, a sua velocidade é (—1, 1). Determine a posição da 
partícula no instante t. 


4. Considere no plano um campo de forças conservativo F (x, y), com 
energia potencial U (x, y) =x + xy + y’, isto é Pa v--vy- Uma 


partícula é abandonada na posição (1, 1) com velocidade nula. Seja 


[x = E 46) 
b=>0) 


a posição da partícula no instante t. 


o 4 


D 

& y“ 
+ 

Fo 2 


x 


a) Prove que, para todo t > 0, +x? +mw+y2 =3. (Interprete,) 


Conclua que a partícula permanece na região x° + xy + y° < 3, para todo 
t > 0. Que tipo de região é esta? 


b) Determine a posição da partícula no instante t > 0. 
(Sugestão para o item a: Verifique que a derivada, em relação a t, do 
5. 1.º membro é zero, para todo t > 0.) Considere no plano um campo de 
forças conservativo F (x, y), com energia potencial U(x, y) = xy. 


Uma partícula de massa m = 1 é abandonada na posição (1, 1), com 
velocidade nula. 


a) Olhando apenas para o campo T tente descrever a trajetória descrita 
pela partícula. 

b) Determine a posição da partícula no instante t. Qual é a trajetória 
descrita pela partícula? 


11.4. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS LINEARES, NÃO 
HOMOGÊNEAS, COM COEFICIENTES 
CONSTANTES 


Consideremos a equação linear, de 2.º ordem, com coeficientes constantes 
? 
dx dx . 
z +tb— +cx= f(t), 
dt^ dt 


onde f é suposta definida e contínua num intervalo I. Se f não for identicamente 


nula em I, diremos que (1) é não homogênea. Diremos, ainda, que 
R] 

d*y dx 

—-+b— +ex=0 

dt dt 


AT 
(H) 


é a equação homogênea associada a (1). 
Mostraremos, a seguir, que se X, =X, (©, t € I, for uma solução particular de 
(1), então a solução geral de (1) será x = x, + Xy 


onde x, é a solução geral da homogênea associada a (1). De fato, sendo x, = x (Ot 
El 


solução de (1), para todo t E I, Xp (t) + bxp(t) + cxp(t) = f(t). 


Supondo que x = x (t), t E I, seja outra solução qualquer de (1), resulta que 


x(t) = x (© 


é solução da homogênea (H), pois, para todo t €E I, 
d? d 

x(t)— x (D]+b— 
FT p l dt 


=[¥(t) + bx(t) + cx(t)]— [Xp (1) + bx „ (t) +cxp(t)] = f(t)— f(t)=0. 


Det Xp (t)] elx Xp (t)] = 


Por outro lado, se x = x (t), t E I, for tal que x (t) — X, (t) é solução da 
homogênea, então x = x (t) será solução de 1) (verifique). Segue que a solução 
geral de (1)éx =x, + Xy 


onde x, é a solução geral da homogênea (H) e x, uma solução particular de (1). 


Conclusão 


A solução geral de 


ï+ bi +cx= f(t) 


=x + 
X=X, tX, 


onde x é uma solução particular da equação dada e x,, a solução geral 
P h 


da homogênea associada. 


Observamos que este resultado já foi provado na Seção 5.5 do Vol. 2. 
(Reveja tal seção.) De forma análoga, prova-se que o resultado acima é válido 
para qualquer equação linear. 


Determinar a solução geral da homogênea associada já sabemos. O 
problema, agora, é como determinar uma solução particular. Os exemplos que 
apresentaremos a seguir mostram como determinar, em alguns casos, uma tal 


solução. 


EXEMPLO 1. Determine a solução geral de 


Solução 


A homogênea associada é 


-+3 — +2x=0. 

dt dt 
Logo, x, = Ae? + Be”! (verifique). Vamos, agora, procurar uma solução 
particular da equação dada. Observamos, inicialmente, que se X, for um 


polinômio do 2.º grau, então X, +3x, + 2x, 


será, também, um polinômio do 2.º grau (verifique). E razoável, então, tentar 
uma solução particular do tipo x =m+nt+ qt, 


onde m, n e q são coeficientes a determinar. O que precisamos fazer, agora, é 
substituir esta função na equação e determinar m, n e q para que se tenha uma 
identidade. 


(m + nt + qÊ)" +3(m+nt+q)+2(m+nt+qt)=t, ou seja, 
2m + 3n + 2q + (6q + 2n)t + 2qt = ť. 


Devemos ter então 


2n+6q =0 
| 2q =1. 
Logo, 
7 3 l 
Mi ASSE E 
4 2 2 
Deste modo, 
3 
mal Sr SR 
4 2 2 


é uma solução particular da equação. A solução geral será 


7 3 | prs 
g= Ae?! + Be”! + — — a À + — fe. O 
4 2 2 


EXEMPLO 2. Determine a solução geral de 


Solução 


A solução geral da homogênea associada é x, = A + Be *: (verifique). Se X, 


for um polinômio do grau 3, então Xp + 3Xp 
será do grau 2 (verifique). Vamos, então, tentar uma solução particular do tipo 
x, =mt+ nË + qt 
Omitimos o termo independente em virtude de ele desaparecer na derivação. 
(Veja, também, observação abaixo.) Vamos, agora, substituir na equação e 
determinar m, n e q de modo a ter uma identidade. 
(mt + nt + qÊ)" + 3 (mt + nt + q} = Ë, ou seja, 


3m + 2n + (6n + 6q) t+ 9q? = t. 


Devemos ter, então, 


3m + 2n = 0 
| 6n+6q=0 
| 9q =1. 
Logo, 
” l l 
m=—, n=—-— €g=— 
27 9 9 
Assim, 
E PER 
PR ai = 9 


é uma solução particular. A solução geral da equação dada é 


x=A+ B! +1|—> ——t+—f2 | 
(27 | 


- E 
9 9 


Observação. Consideremos a equação linear de 2.º ordem, não homogênea, 
X+bx+cex= f(t). 


Suponhamos que x = x, (t) + x(t) seja uma solução desta equação. Deixamos a 
seu cargo verificar que se x, (t) for solução da homogênea associada, então x, (t) 
será solução da equação acima. Como no exemplo anterior a função constante é 
uma solução da homogênea associada, resulta, do que dissemos acima, que se x 
=A+mt+nt + qt 

for solução, então 


x,=mt+ nt + që 


também será, que é mais uma razão para termos omitido o termo independente 
naquele exemplo. 


EXEMPLO 3. Resolva a equação 


d“x o. 
dt? 
Solução 
A homogênea associada é 
d2x = 
dt? 


À = O (raiz dupla) é a única raiz da equação característica À” = 0. Segue que a 
solução geral da homogênea associada é x, = Ae’: + Bte’: 


ou seja, 
x, =A+ Bt. 
Se X, for do grau 4, então k será do grau 2. Tendo em vista a observação 
anterior e a solução geral da homogênea associada, basta procurar uma solução 


particular do tipo x, = mt + n? + qÉ. 


Deixamos a seu cargo verificar que 


Assim, 


x=A+Bi+ Di! 
12 


-— 


é a solução geral da equação dada. É claro que poderíamos ter chegado a este 


resultado integrando diretamente a equação dada: 
2x x P t4 
= © = +BOx=D+BIHA. E 


dt“ dt 3 12 
EXEMPLO 4. Determine uma solução particular de 


2 2 
dºx dx dx 


Solução 


É de verificação imediata que 


> 
Il 
N | o) 


é uma solução particular 


EXEMPLO 5. Considere a equação 


Determine a solução geral 
Solução 


As raízes da equação característica (A? + À = 0) da homogênea associada são: 
0, ti. Logo, a solução geral da homogênea associada é x, = A + Bcos+t + C 
sen t. 


Se x, for um polinômio do grau 1, 


será constante. Como toda função constante é solução da homogênea associada, 
a equação terá uma solução particular da forma x, = mt. 


Fica a cargo do leitor verificar que 


Poderíamos ter chegado a este resultado olhando diretamente para a equação. 


Concorda? A solução geral da equação dada é 
x=A+ Bcost+ Csent + 3t. 5 


O próximo exemplo sugere-nos a forma de uma solução particular quando o 
2.º membro é do tipo P (t) ea, onde P (t) é um polinômio e a uma constante não 
nula. 


EXEMPLO 6. Sejam b, c e a reais dados. Seja Q (t) um polinômio. Considere a 
equação (2) P+b+cC=0. 


Prove: 
a) Se a não for raiz de (2)e se x = Q(te",, 
então 
ï + bx + cx = P(t)e®!, 
onde P (t) é um polinômio de mesmo grau que Q (t). 
b) Se a for raiz simples de (2, n > 1 o grau de Q (t) e x = Q(Dea, 
então 
ï + bx + cx = P(t)e®!, 
sendo P (t) um polinômio de grau n — 1. 
c) Sea for raiz dupla de ©, n > 2 o grau de Q (t) ex = Dem, 
então 
X + bx + cx = P(t)e®', 
onde P (t) é um polinômio de grau n — 2. 
Solução 
a) x=0 À eY, 


x = Q'(t) e” +a Q(t) e; 
X = Q"(t) e% + aQ (t) e% +a? Q (t) e. 


Assim, 
x+bx+cx = P(t) e% , 


onde 


P(t) = Q'(t) + (b + 20) Q'(Ą) + (a? + ba + c) Q (t), que é um polinômio de mesmo 
grau que Q, pois o° + ba + c % 0. 


b) Procedendo como no item a, obtemos 
P(t) = QH0 + (b + 2a) Q'(t) + (0° + ba + c) Q (8). 
Como q é a raiz simples da equação 
N+bi+c=0, 
temos A =b°-4c>0e 


—b EE VÁ 


9 


-— 


Logo, 2a + b * 0. Sendo, então, a +ba+c=0,b+2až0e Q'(t) de grau n - 1, 
resulta P (t) de grau n — 1. 


c) Fica a seu cargo. 


EXEMPLO 7. Resolva a equação 


x—d4x=(l+i+t2)e?. 


Solução 


R-4=0 
é a equação característica da homogênea associada. Assim, 
xX, = Ae’: + Be * 


é a solução geral da homogênea associada. Como a = 2 é uma raiz simples desta 
equação, segue do item b do exemplo anterior que devemos tentar uma solução 
particular do tipo ue Q(De”:, onde Q(t) é um polinômio de grau 3. Como Ae”: é 
solução da homogênea associada, podemos omitir o termo independente de Q 
(t). Vamos procurar, então, uma solução particular do tipo xs (mt + nt + qÙ) 


er. 
(Veja observação que vem logo depois do Exemplo 2 desta seção.) Temos: 


Xp =[4m+2n+(4m+8n+ 6g)t+ (4n+ 12. q)? + 4qt|e?!. 


Substituindo x, e x, na equação dada e fazendo algumas simplificações, 
obtemos: 4m + 2n + (8n + 6q)t +12 ql =1 +t+t. 


7 l | é 
Segue que m = q e T a T Assim, 


nt la 
+ uai iria pda ale [7 
P |32 16 12 


é uma solução particular. A solução geral será, então, 


q 


à Er wW Ê P 
x = Ae“ + Be“ + |— + — + — 
32 16 PA 


2t 


EE io | 


EXEMPLO 8. Determine a solução geral de 


X+4x=e?, 


Solução 
A solução geral da homogênea associada é 
x, = A cos 2t + B sen 2t. 


Como a = 2 não é raiz da equação característica À” + 4 = 0, o item a do 
~ . . 2 
Exemplo 6 sugere-nos uma solução particular do tipo x, = me^ 


Fica a seu cargo verificar que 


A solução geral é, então, 


l 3, 
x = A cos t + B sen t + — e“. E 


àQ 


EXEMPLO 9. Resolva a equação 


x—-4x+4x=e?, 


Solução 
A solução geral da homogênea associada é 


mm = Ae” + Bte”. (Verifique. ) 


a = 2 é uma raiz dupla da equação característica À — 4) + 4 = 0. O item c do 
Exemplo 6 sugere-nos uma solução particular do tipo xS Qe’, onde Q (t) é 
um polinômio do grau 2. Tendo em vista a solução geral da homogênea 
associada, devemos procurar uma solução particular do tipo R= mË e. 


Temos: 


Xp = (Qmt + 2mt?) e” 
e 
Xp = (2m + 8mt + 4mt?) e”. 
Substituindo na equação dada e fazendo algumas simplificações, obtemos 
2m=1. 
Assim, 
é uma solução particular. A geral é 
r=[A+ BA |! E 

Consideremos a equação 

(3) x+bx+cx= f(t) 


e suponhamos que o segundo membro seja da forma 
(4) f(t) = e“ [M cos Bjt+ N sen By], 


onde a, B,, M e N são constantes dadas. Deixamos a seu cargo verificar que se 


~ 


a, + ip, não for raiz da equação característica 


(5) àA? +bà+c=0, 


então (3) admitirá uma solução particular da forma x, = e“: [m cos Pt +n sen ft] 


com m e n constantes; se a, + iB, for raiz de (5), (3) admitirá uma solução 


particular da forma x, = e“: [m cos pt + nt sen ft]. 


Observação. Para verificar as afirmações acima você irá precisar da seguinte 
propriedade: a, + ip} 


é raiz de (5) se, e somente se, 
af — B? +ba, +tc=0€ 2«,B, + bB, = 0. (Verifique.) 
EXEMPLO 10. Resolva a equação 


x+x=e cost. 


Solução 


As raízes da equação característica 


são i e — i. Assim, a solução geral da homogênea associada é 
x, = Acost + Bsen t. 


Como 1 +i(a =1ef,=1) não é raiz de ©, resulta do que vimos anteriormente 
que a equação dada admite uma solução particular da forma x = e'[m cost +n 
sen t], onde m e n são constantes a determinar. Substituindo na equação dada e 


fazendo algumas contas, obtemos m = — e n = 


EA | ms 
a| N 


Logo, a solução geral da equação dada é 


1 2 
x = A cost + B sen t + e' [a cos t+ S sent) 
5; > 


EXEMPLO 11. Resolva a equação 


xtx=cost. 


Solução 
O 2.° membro é da forma 


e” ilM cos f, t + N sen ft], onde a, = 0, f, =1,M=1eN=0.Comoa +iĝ, =i 


é raiz da equação característica À + 1 = 0, 


a equação admite uma solução particular da forma 


Xa = mt cos t + nt sen t. 


Temos: 


t 5 (m + nt) cos t + (n — mt) sen t 


E= (2n — mt) cos t + (—2m — nt) sen t. 
Substituindo na equação dada e fazendo algumas simplificações, obtemos: 


2n cos t — 2m sen t = cos t. 


Logo, n -lem =0 A solução geral da equação dada 


(Dx 


f 
x = A cos t + B sen t + > sen t. fa] 


Vamos, agora, apresentar num quadro os resultados obtidos anteriormente 
sobre escolha de solução particular nos casos: f (t) = P(t), onde P é um 
polinômio; f (t) = P (t) e“: ou f(t) = e”: [M cos B t + N sen ft], onde a, a, B, M e 
N são constantes. No quadro a seguir P, é um polinômio de mesmo grau que P. 


ž + bx + cx = f(t) 


solução particular 


Secz0, x = t) Se c= 0eb#0,x, =tP (£ 


. Sea não for raiz da equação característica, x = 
. Se a for raiz simples, x= tP = ($) e. 
- Se a for raiz dupla, x, = EP (t) e. 


Se a, + iĝ, não for raiz da equação característica, 


x = e": [m cosp t +n sen p É. 
e" + [M cos t+ N sen £ t] 


Se a, + iĝ, não for raiz da equação característica, 
x, = e: [mt cos B t + nt sen f.t. 


Fica a cargo do leitor pensar num quadro semelhante para equações lineares, 
com coeficientes constantes, de ordens 3 e 4. 


EXEMPLO 12. (Oscilação forçada sem amortecimento.) Uma partícula de 
massa m desloca-se sobre o eixo Ox sob a ação da força elástica jr; (k=>0)€ 


ez Je —, ~ ~ 
de uma força externa periódica (F sen wpt) i , onde F e wọ SãO constantes não nulas. 


wW 
0 
Determine a posição da partícula no instante t. 


Solução 


A equação do movimento é 
mš = — kx + F sen wot, 
ou seja, 
mx + kx = F sen wot. 


k 
Fazendo w? = —, temos 
m 


(7) ï + w?x = F sen wọt, 


1.º Caso. w £ Wy 


x ai VR ` as PNE 2 , 
Como iw, não é raiz da equação característica N + w° = 0 (as raízes desta 


equação são +iw), segue que a equação admite uma solução particular da forma 
x, =m, cos wt + n, sen wt. 


Temos 


Xp = — myw, sen Wot + mw, cos Wo! 


. = Fr. 


Substituindo em (7), vem 


s Pa a) o JR 7 E = ai : 
my (wº — wĝ ) cos wot + ny (w4 — wã) sen wot F sen wot 


a | 
e, portanto, m; = 0e m = —5— +. Logo, 
o Fa Wo 
é t 
à PA sen w 
p sa 0 
W w 
é uma solução particular. A solução geral de ® é 
x = A cos wt + B sen wt + ——s — Sen wot. 
m(w^ — wọ) 


F, 
Observe que a amplitude——— da solução particular x, é tanto maior, em 
"a 


módulo, quanto mais próximo w, estiver de w. Quando w = w,, tem-se o 


0? 
fenômeno conhecido por ressonância. Veremos, a seguir, que neste caso a 
amplitude do movimento tende a +œ% quando t tende a +00, 


2.° Caso. w, =. 


Agora, iw, é uma raiz da equação característica N + w° = 0. A equação 


admite, então, uma solução particular do tipo x, = mt cos wt+n,tsen wt. 


Temos: 


-MEEN SEE 2 , P) i Big ; 
Xp = (2n wo — mpwgt) cos wot + (— 2mywy — nwt) sen wot. 


Substituindo x, e Xp em (7), obtemos 2n, Wo COS wg — 2m wo sen wf = F | Sen wf. 


Logo, n = 0 e da Ph E. Assim, 


Fit 
(B) Xp ado Wo! 
a 22W90 


> a : F A 
é uma solução particular. Lembrando que F| =— e wọ = w, segue que a solução 
m 


geral é x = A cos wt + B sen wt — cos wi. 


2mw 


Observe que a partícula descreve um movimento oscilatório em torno da origem 
e que a amplitude do movimento tende a + œ quando t > + œ. A figura abaixo é 


um esboço do gráfico da solução particular (8), no caso F > 0 e w > 0. Temos 
Ft 


2mw 


Ft _ 
cos wt| < , para t = 0; 


2mw 


ou seja, para todo t > 0, 


Ft Ft > Ft 
= cos wt = | á 
2mw 2mw 2mw 


2mw ` 2mw 


O gráfico de X, está compreendido entre as retas x = oca 


estas retas nos pontos em que cos wt = + 1. 


EXEMPLO 13. (Oscilação forçada com amortecimento.) Uma partícula de 
massa m desloca-se sobre o eixo Ox sob a ação de uma força elástica —kx T (k > 
0), de uma força de amortecimento proporcional à velocidade dada por 


-c í (c > 0) € de uma força externa periódica dada por (F sen w t) Ei com Few, 
constantes não nulas. Suponha c° — 4mk < 0. Determine a posição da partícula no 
instante t. (Ficam a seu cargo os casos c° — 4 mk > 0.) Solução 


mx = —kx — cx + F sen wot 


ou 


mł + că + kx = F sen wot 


é a equação do movimento. Fazendo 


resulta 


( o ) 


x + 29x + w?x = KH sen wot. 


As raízes da equação característica 
+27 +w =0 


são-y+iw e-y- iw, onde w = 4w? — y?. 


(Observe que 


logo, as raízes são complexas.) A solução geral da homogênea associada é 


Xp = e YA cos wt + B sen wf]. 


Como iw, não é raiz da equação característica, a equação admite uma 


solução particular do tipo (0) ‘p = My cos wot + ny sen wot. 


Xp 


Derivando e substituindo em (9), obtemos: 
[m(w? — wô ) + 2yniwo] cos wot + [m(w? — w ) — 2ymiwo] sen wot = F sen wot. 
Resolvendo sistema 


| (w? -— wg ) mı +2ywon =0 
|- 2ywomy + (w? — wg ja =A 


resultam 


A solução particular (0) pode ser colocada na forma 
"a 7. 
Xp = um; +ni cos (wot — q) 


7 2 
n wâ — wo A 
onde tg q =— = ——.. Tendo em vista os valores de m, e n, resulta 
my 2ywo 
S 
Xp = — r r COS (wot — o). 


| P FẸ | E 9 
(w -w r Ay wi 


A solução geral é então 


H 
x =€ [A cos wt + B sen wt]+ = z - =—— cos (wot — q). 
— Mo WE wo tarwi 
` DD 


X p 
Temos: 


lim xp =0, 
t — +00 


pois y > 0. Assim, após um intervalo de tempo suficientemente grande esta parte 
da solução torna-se desprezível: por essa razão ela é chamada transiente. Após 
um intervalo de tempo suficientemente grande o movimento se comporta como 


Fi 
um movimento harmônico simples de amplitude 7 FE NR 
(w4 — w)“ + d4y-wg 


comum referir-se a x, como a solução de estado permanente. 
E 


Para finalizar, vamos resolver uma equação linear de 1.º ordem com o 
método desta seção. 


EXEMPLO 14. Resolva a equação 


x+2x=e' cos‘. 


Solução 
A equação característica da homogênea associada é 
A+2=0. 


Logo, a solução da homogênea associada é 


xX = Ae 2. 


Como 1 + i não é raiz da equação característica, a equação dada admite uma 
solução particular do tipo e e' [m cos t +n sen t]. 


Derivando e substituindo na equação dada, obtemos 


(3m + n) cos t + (3n — m) sen t = cos t 
e, portanto, 


[| 3m+n=1 
I-m+3n =0. 


3 ] z ; x 
Logo, m = TT A solução geral é, então, 


n 3 l 
x = AeH + e K cos t+ — sen | 
10 10 


(Sugerimos ao leitor resolver a equação dada utilizando a fórmula da Seção 11.1. 


Compare.) m 


Exercícios 11.4 


1. Determine a solução geral. 


ajx+x=et b)—5 —Y=cosx 
dx“ 
2 
a dºy = 
c)x+x=sen t d) >—vy=4e* 
dx” 
ay ” 
f +y=xrtx" 


x Res > bi 
e) x-4r+5x=e?l cost J) 
dx 


t dºy 2x 


g)x—x=5e h) —— dy = ye” 
dx” 

asi ; 2 E ss 

t) $ — 4x + 4x = te“ px—8x=4 

x teu=4+% m) x -8x=(1+t) e2t 

n) x+2x+2x=eT cost oj x+ 4x=t+ e 


Considere a equação 
O X+bi+cex= fi (t) + Ía (t). 


Prove que se g, (t) for solução particular de # + bt + cx = fi (t) e g() solução 
particular de x + bx + cx = fa(1), então g (t) g,(t) será solução particular de 
(1). (Este resultado é conhecido como princípio da superposição.) Resolva 
a equação dada. 


a) x + 4x = cos Bt, onde 8 é um real dado 
E > p 

b) ï + ax = ef, onde q é um real dado 

c)x+9x=2cos3%t+9 


at 


d) x + 4x + 5x =e% sen Bt, onde a e B são reais dados 


Determine uma função x = x (t), t E€ R, de classe C’ tal que x (0) = 0, x (0) 


= E O et<r 
=lex+x= 3 
l e t> 7 


Determine uma função x = x (t), t € R, de classe C! tal que x (0) = 0, x (0) 
(O se t< r 

=lex+x=: se m <t< 2r 
O se t > 27 


Considere um circuito LC em série com um gerador de corrente alternada 
de força eletromotriz E (t) = E, sen w,t, onde E, e w, são constantes não 


nulas. Sabe-se da física que a carga q = q (t) no capacitor é governada pela 


, 
d“q | 


equação z +— q = Ep sen wot, 
E 


9 
dt é 


onde L é a indutância, C a capacitância, sendo L e C supostas constantes 
positivas. Resolva a equação. Qual o valor de w, para o sistema estar em 


ressonância? 


z e ^l 
(Sugestão: Faça w4 = PP E =——. 
Considere um circuito LCR em série com um gerador de corrente 
alternada de força eletromotriz E (t) = E, sen w,t, com E, e w, constantes 
não nulas. Sabe-se da física que a carga q = q (t) no capacitor é governada 


. q ia 1 
pela equação LL + rR 4 — q = Ep sen wot, 
E 


dt“ af 


onde L é a indutância, R a resistência e C a capacitância, sendo L, Re C 
supostas constantes positivas. Determine a solução de estado permanente. 
(Sugestão: Veja Exemplo 13.) 


Determine a solução que satisfaz as condições iniciais dadas. 


dy x 
a) — — y = xe“, y(0)=1 
dx 
dfx > i x B 
b) —x =t“, x(0)=(0)=ž (0)=¥ž(0)=0 
dtt 
dfx ; = Es 
c) Ta 16x = — 15 sen t, x (0) = 0, x (0) = 1, x (0) = 0, x (0) = —1 
dt 
d 
dx | 
d) — + x = cos t, x(0)=—— 
dt 2 


e)x+ 4x=cos2t, x(0)=x(0)=0 


Determine a solução geral 


sz , 2 
Es ax . —t UST g - 
a) —s +4—+4x=6te < b)—a + 9X=—6 ten 3 
ge dt dt^ 
dx Toat dx 
c) — +2x=0+2+3t)e d) ——x=2t æ 
dt dt 
e) 
dry + n dx 5 a são g t e 9 1 
7 ; 2 —3x=(2+53t)e a x ax 
a a] Didi 2x=-2e"tsent 
> dt“ dt 


dºx 
> 


dt“ 


va 


+ 5x =5t 


11.5. DETERMINAÇÃO DE SOLUÇÃO PARTICULAR 
PELO MÉTODO DA VARIAÇÃO DAS 
CONSTANTES 


Consideremos a equação diferencial linear de 2.º ordem, não homogênea, 
com coeficientes constantes, (1) x+bx+ex=f(t. 


Como sabemos, a solução geral da homogênea associada é 


MN) 


Xy = A8} (t) + Bg, (t), 


onde o, (=e e o (t) = e“ se as raízes da equação característica forem reais 
gy (t) 82 


! se a raiz for dupla; 


e distintas, q()=eVeg()=te 
g1 (t) =e% cos Bte g (t) =e% sen Bt sea + ifp forem as raízes complexas da 
equação característica. 


A função dada pelo determinante 


84) gu) 


WOS] a S 
gm) g0 


denomina-se wronskiano de g, e g,. Deixamos a seu cargo verificar que se g, (t), 
9, (t) for qualquer um dos pares acima mencionados, então o wronskiano nunca 
g(t) 8 (t) 


se anulará, isto é, para todo t E€ R, W (t) = +0. 


AG g(t) 


Nosso objetivo a seguir é estabelecer uma fórmula para a determinação de 
uma solução particular de (1). Vamos mostrar, precisamente, que qualquer 
solução particular de (1) é dada pela fórmula: 


e g(t) f(t) r aW f(t) 
Do do 
W(t) 


Xp = —81 (0 ] dt + g(t) | 


W(t) 


O método que iremos utilizar para obtenção desta fórmula é conhecido como 
método da variação das constantes e é devido a Lagrange. Este método consiste 
em substituir, na solução geral (2) da homogênea associada, as constantes A e B 
por funções A (t) e B (t, a serem determinadas, de modo que 


(3) Xp = A (t) gy (1) + B (Ò g (8) 


seja uma solução particular de (1). Temos 


Xp = At) gi(1) + B'(t) ga(t) + A(t) g0) + B(t) g, (t). 


Para determinar A (t) e B (t) vamos construir um sistema com duas equações, 
onde as incógnitas serão as funções A' (t) e B' (t). A primeira equação de tal 
sistema será A' (t) g (t) + B' (©) g, (t) = 0. 


Estamos impondo, assim, uma condição sobre A (t) e B (t). Com esta condição a 
derivada (4) se reduz a Xp = A (1) g1 () + B) g, (1). 


Temos, então, 


Xp =A ( gi (D+ B (t) g5 (t) + A' (t) gy (© + B' (t) g (t), 
bxp = bA (t) 8, (t) + DB (t) g, (t) 


CXp = CA (f) gy (1) + cB (t) go (1). 


Como q, e g, são soluções da homogênea associada, resulta 
Xp + bxp + cxp = A' (t) g; (1) + B' (t) g3 (1). (Confira.) 


A segunda equação do nosso sistema será 


AO 8i O + BD g, (t) = f (t). 
Vamos, então, determinar A (t) e B (t) que tornem compatível o sistema 


[A A gi (+B (t) g (D=0 
LA" (t) Bi (0) + B (t) g3 (1) = f (1). 


Resolvendo o sistema pela regra de Cramer, obtemos 


2» (t) FH) g H FH 
82 t) f p= E Fi 


A'(t = — 
w + W (t) 


Daí 


>. FA) g, t) Ft) 
aw=-]| VOIO n e B=- [ BHO n. 
W (t) W (t) 


Substituindo em (3), resulta a fórmula desejada. Com procedimento análogo, 
estende-se esta fórmula para equações lineares de ordens n > 2. 


EXEMPLO. Determine a solução geral de 


Solução 


x,=Acost+Bsent 


é a solução geral da homogênea associada. O wronskiano de g, (t) = cost e g, (t) 
cos t+ sent 
-Ssen f cost 


= sen t é W(t) = 


Pela fórmula anterior, 


(5) Xp =— cost ] sen t tg í dt + sen t | cos t tg t dt. 


Temos 


dt = 


4 f 
sen“ f = Í 


[sen t tg t dt = | — cos t | dt, 


cos í | cost 


ou seja, 


Jsenr tg í dt = Ín (sec f + tg f) — sen t+ k; 


por outro lado, 


p 


| cos £ tg t dt = — cos t + kz. 


Tomando k, = k, = 0, temos a solução particular x = — cos t In (sec t + tg t). 
P 
A solução geral da equação dada é, então, 


x =A cost+ B sent- cos tln (sec t+ tg t). 
E 


Observação. Se tivéssemos deixado k, e k, quaisquer, (5) seria a solução geral da 
equação dada. Em realidade, a fórmula anterior fornece-nos todas as soluções 
particulares de (1), ou seja, tal fórmula fornece a solução geral de (1). 


Exercícios 11.5 


Determine uma solução particular. 


l 
E a .O<t<g 
sen t 


É ™ 4 mT 
2. Z + 9x = sect 3t —— 


e) 


11.6. DETERMINAÇÃO DE SOLUÇÃO PARTICULAR 
ATRAVÉS DA TRANSFORMADA DE LAPLACE 


Antes de iniciar a leitura desta seção, sugerimos ao leitor rever o Cap. 3 do 
Vol. 2, principalmente, os Exercícios 7 e 8 da Seção 3.1. 


Seja f definida em [0, +o0[. A função g dada por 
p+ 
g (s) = l e f (t)dt 


denomina-se transformada de Laplace de f. Evidentemente, o domínio de g é o 
conjunto de todos os s para os quais a integral imprópria é convergente. 


EXEMPLO 1. Determine a transformada de Laplace de f (t) = t. 


Solução 


Como sabemos, 


p+ . ru 
| te dt= lim | te * dt. 
0 us +. “O 


Integrando por partes, vem 


Para s > 0, 


U 


lim = 


u5 +. e 


us + 


Assim, 


| 


+ 
gi9=[, te dt =—, s>0. 
0 


s4 


Portanto, a transformada de Laplace de f (t 


| 
g (8) = —, 320. a 
y 


EXEMPLO 2. Determine a transformada de Laplace de 


i [l se t>a 
t) = 
J) |0 se 0<t<a 


(a > 0) 
Solução 


+o 
g (s) = Í fendt. 


Como f (t) = O em ]0, al, resulta 


+ a+ 
g (s)= Í fA e* dt = ] est dt. 
[é 


1 


eto , u 
| est dt= lim | est dt. 
a a 


“> += 


Como 


«tl l 
] estdt=-—[eu — esa], 
a S 


resulta, para s > 0, 


=0e lim e™ =0. 


Logo, a transformada de Laplace da função dada é 


g (s) = e S0: E 


Vamos apresentar, a seguir, uma pequena tabela de transformadas de 
Laplace, cuja verificação deixamos a seu cargo. 


p+ 
| est feat) dt 
0 


Seja f uma função definida em [0, +œæ[. Dizemos que f é de ordem 
exponencial y se existirem constantes M > 0 e y > O tais que, para todo t > 0. 


IFO M e. 


EXEMPLO 3. Seja f definida em [0, +oo[. Suponha que f seja limitada em [0, a], 


para todo aq > 0, e que existe y > O tal que 
P ' f(t) 
(1) lim = 
= t= +o eY 


Prove que f é de ordem exponencial y. 
Solução 


ft) 


cl. 
er! 


Segue de (1) que, tomando-se e = 1, existe r > O tal que t = r = | 


Portanto, 
D IFIS e”, t>r. 


Por outro lado, como f é, por hipótese, limitada no intervalo [0, r[, existe uma 
constante M > 1 tal que | f (t)| <M, 0 <t<r. 


Como e” > 1 para t > 0, resulta 
© IFIS Me, 0 stsr. 


Tendo em vista (2 e pelo fato de M > 1, resulta 
(a) IFIS M e, t>r. 


IN) 


Segue de 3) e que |f OA |<M e”, t20. 


Logo, f é de ordem exponencial y. 


Segue, do Exemplo 3, que as funções constante, sen t, cos t, e“, t e“ cos t 
são de ordem exponencial. Seja f (t) = P (t) e” (cos Bt + sen Bt), onde P é um 
polinômio e « e f, reais dados. Do que vimos nas seções anteriores, resulta que 
as soluções da equação linear de 2.º ordem com coeficientes constantes 
d2x dx 


—+b—+cx=f(t) 
dt? dt Í 


são de ordens exponenciais. 
O próximo teorema nos conta que a transformada de Laplace destrói 
derivadas. 


Teorema 1 


a) Se f for de classe C! em [0, +oo[ e de ordem exponencial y, então 
p+ +o 


| est f' (t) dt = s | es f(t) dt — f(0), s> 7. 
0 


0 


b) Se f for de classe C? em [0, +œ[ e se f e f forem de ordem 


exponencial y, então 
p+ i ” p+ E atas e 

] et fat) dt=sº | et ft) dt — s f(0)— FO), s> 9. 

0 0 


Demonstração 


a) Suponhamos que f seja de ordem exponencial y; assim, existe M > O tal que | f 
(© | < M e”, para t 2 0. 


Segue que 


O) le ÄfOIS MeN, t>. 


Logo, para s > y, a integral imprópria 


p+ 
| E f(d 
0 


é absolutamente convergente e, portanto, convergente. (Utilizamos aqui o 
p+ . 

critério de comparação: para s > y, | er E dt 
0 


é convergente.) Integrando por partes, 


Pu Pu 


| et f'(t)dt =e" f(u)-f(O+s | est f(t)dt. 
0 0 
Como, para s > y, 


lim VI =0, 
t => +o 


resulta de (1) que 


lim e f(u)=0. 
u => +% 


Logo, para s > y, 


p+ p+ 


|, et f(ndt=s |), est f(t)dt — f (0). 
b) Fica a seu cargo. 
E 
O próximo teorema, cuja demonstração é deixada para o final da seção, 


conta-nos que se duas funções definidas em [0, +oo[, contínuas e de ordens 
exponenciais, tiverem transformadas de Laplace iguais, então serão iguais. 


Po 


Teorema de Lerch. Sejam f, e f, contínuas em [0, +oo[ e de ordens 
exponenciais. Se existe S tal que 


0 
a+ 


p+ 
] et fi (t) dt = | et h (t) dt go SO». 
0 0 l 


então 


f © = f, () em [0, +f. 


Antes de passarmos aos exemplos, observamos que 


a+ a++ p+ 
) AORA] est nda | e fa (0) dr 
0 0 0 


a-o p+ 
| e™™ (kf(1)) dt = k | e f(t) dt, 
0 0 


onde k é uma constante. 


EXEMPLO 4. Determine uma solução particular da equação 
X+x=cost, tz0. 


Solução 


Vamos procurar a solução particular que satisfaz as condições iniciais x (0) = 
0 e x (0) = 0. Sabemos que esta solução é de ordem exponencial. Vamos então 


calcular sua transformada de Laplace. Aplicando a transformada de Laplace aos 
a+ 


p+ .. 
dois membros, vem: ] etlx+a]dt= ] e! cost dt, 
0 


ou seja, 


+o p+ p+ 
| est x dt+ | et xdt= | ecos t dt. 
O 0 0 


(v) 


Pelo teorema 1, parte b, 


7 .. p) e ` 2 pee 
| ct E Í est x dt — sx(0)— (0) =s? | e xdr, 
0 0 0 
a+-00 


pois x (0) = O e (0) = 0. Temos, também, ] e cost dt = ee (veja tabela). 
0 so ` 


Substituindo em (3), obtemos 


, pra Ss 
(s2+1) | etxdi=—5——, 
0 
ou seja, 
p+ 5 
| cf x dt = = RR, 
0 (s4 + 1)4 


5 
Vemos, pela tabela, que a função que admite (52 + p7 como transformada de 


A l 1 p — l + = 
Laplace é > t sent. (Confira!) Logo, xp = = t sen f, 10 


5 
(s2 +1)? 
solução procurada. Pelo Teorema de Lerch, 


é uma solução particular. (Observe. é a transformada de Laplace da 


] ai dê EE z 
s t sen f, ż= 0, e a unica função 


contínua de ordem exponencial cuja transformada de Laplace é a função acima. 


Todas as soluções da equação dada são contínuas e de ordens exponenciais. 
Conclusão: = t sen f, t = 0, é a solução que satisfaz as condições iniciais x (0) = O 
e x (0) = 0.) Fica a cargo do leitor verificar, por substituição direta na equação, 
que xp=> t sen t, t E R, é uma solução particular da equação 
i+x=cosí, te R. 


EXEMPLO 5. Calcule a função contínua, de ordem exponencial, x = x (t), t> 0, 
a+ j| 
TSt y 1 = —, 
tal que |, i si s(s+1) 


Solução 


A expressão não aparece na tabela, mas expressões da forma 


s(s+ 1) 
A n à a : 
= + sim. Vamos, então, decompor ——— em expressões destes tipos: 
s s+1 s(s+ 1) 
4 B i 
s(s+1) S s+1' 


1 = A (s + 1) + Bs. 
Segue que A = 1 e B = -1. Então 


l | l 


s (s+ 1) S s+1 


Ls a | 
Pela tabela, — é a transformada de Laplace da função constante 1 e T da 
S S 


função e“. Assim, x= 1 - e”. 
E 


EXEMPLO 6. Determine a solução do problema 


X-—x=1, x(0)=0 e x(0)=1, com t= 0. 


Solução 


Temos: 


a 00 a 
] est [x — x] dt = | est dt, 
0 0 


ou seja, 


e+-00 . a+ l 
] e` dt — | cfxd=-. 
0 0 5 


(Pela tabela, a transformada de Laplace da função constante 1 é 1 Temos: 
Si sa 2) pro “ 
| elx dt = sº ] ex dt — sx (0) — x (0). 


0 0 


Substituindo em (4) e levando em conta as condições iniciais, resulta: 


y +00 +00 l 
s“ | elx dt — | — Í etx dt = —, 
0 0 S 


ou seja, 
y pra +1 
(s? — Dj etx dt = È 
0 S 
e, portanto, 
+00 l 
| estx dt = —, 
0 s(s—1) 
Como 
| am ba 1 
s(s — 1) S s—1 
resulta 
x=-1+e, 


que é a solução procurada. (Verifique.) 


Para demonstrar o teorema de Lerch vamos precisar do seguinte 


Lema. Seja G: [0, 1] > R contínua. Se, para todo polinômio P (t), 
al 
| G(t) P(t) dt = 0, 

) 


então 


G(t) = Oem [0, 1]. 


Demonstração 


Suponhamos que exista c em [0, 1], com G (c) Z 0. Podemos supor G (c) > 0. 
Pelo teorema da conservação do sinal, existe um intervalo [a, b] contido em [0, 
1], com c € a, b], tal que (1) G()>0 em [a,b]. 


Para todo natural n > 1, seja P (t) o polinômio dado por P (t) = [1 + (t - a) (b - 
0)". 


Observe que, para t € [0, a] U [b, 1], 
O<P (t)<1. 
Segue que 


pa 


ra el 
| G (t) P, (t) dt =| |G (njdr= | |G (| dr 
0 0 Q 


l l | 
j G (t) Py (t) dt <Í KRO) asf |G (1)] dt. 
) ) 


Por outro lado, tendo em vista que 
(t- ab - t) > 0 em la, b], 
resulta, para todo t € [a, b] e todo natural n > 1, 


(2) P, (Ò = 1 +n (t— a)(b — t). (Verifique.) 


IV 
Lu 


De (1) e (2) resulta, para todo natural n 
ab b b 

] G (t) P, (dt> | G(dt+n | G Ù (t — a) (b — t) dt. 

a a 


a 


Como 


b 
G(t) (t — a) (b — À dt > 0, 


a 


obtemos 


A 


b 
lim ] G (t) P, (t) dt = +o. 
n— + “q 


Portanto, existirá um natural n, tal que 
l Aç 
f G (t) Fh, (t) dt > O (por quê?), 
que está em contradição com a hipótese. (Seja H(t) = G (t) P, (t); veja: 


| pa eb | 
| moa=f Hp (Odi + | H,O dt + | H,„(t)dt, 
0 0 b 


a 


a | b 
onde | Halt) dt e Í, H,„(t) dt são limitadas e lim ji H,„(t) dt = +%.) Portanto, 
0 a 


n5 +a 


G (t) = 0 em [0, 1]. 
E 


Vamos, agora, demonstrar o teorema de Lerch. 


Demonstração do teorema de Lerch 


Façamos h (t) =f © -f @, t > O. Segue da hipótese que 


p+ 
(3) | eht) dt =0, s> s. 
0 


Vamos provar, então, que 


h (t) = O em [0, +oof. 
Segue de (3) que, para todo natural k, 


a+ | 
estt n()dt=0, s> so. 


(2) 


0 


Fazendo a mudança de variável x = e”, obtemos 


pu 


uo € AE 
Í els + k)t h (0) dr = [ xs +k h(—In x)| -Z |, 
0 | TEE n. 


ou seja, 


pil k) al k 
(5) ] eSt h(t) dt = | xStk-1 h(—In x) dx. 
0 —u 


(Observe que, parau > +œ, e“ > 0.) 


Consideremos a função G: [0, 1] > R dada 


por 


fxs! h(—ln x), 0<x<] 
[O , x=0 


G (x) = 
Vamos mostrar que, para um s suficientemente grande (com s > s,), G é contínua 
em x = 0. 

Como as funções f, e f, são de ordens exponenciais, a função h também será. 
Logo, existem constantes M > 0 e y > 0 tais que | h (t) | < M e", t 2 0. 


Segue que, para todo 0 < x < 1, 


IG] =|x t h (nx |<Mx y}. 


Seja s, máx ts, 1 + y}. Tomemos s > s. Para este s, G é contínua em x = 0. De 


lim x$-7-1=0; 
fato, para s > s, Rg 


logo, pelo teorema do confronto, 


lim G(x)=0. 


x > 07 


Segue que G é contínua em x = 0. Como G é contínua em ]0, 1] (por quê?), 
resulta que G é contínua em [0, 1]. 
Seja s > s; como acima. De (4) e (5) resulta, para todo natural k, 


| Cœ dr=0. 
0 


Portanto, para todo polinômio P (x), 


el 
] G (x) P (x) dx =0. 
0 


Pelo Lema, 


G (x) = 0 em [0, 1]. 


Logo, 


h (t) = O em [0, +f. E 


Para mais informações sobre transformada de Laplace, veja referências 
bibliográficas 9 e 17. 


Exercícios 11.6 


Utilizando transformada de Laplace, determine a solução do problema dado. 


Verifique sua resposta por substituição na equação. (Suponha t > 0.) 
1. ¥ + 4x = sen ż, x (0)=0 e Xx(0)=0 


2. x + 4x = cos t, x(0)=0 

3. x-J=t+te, x(0)-=0 

4 x+2x+x=t+e, x(0=0 e x(0=0 
x + 4x = cos 2t, x(0)=0 e x(0)=0 

6. x+4x=e sent, x(0)=0 e x(0)=0 


A 
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SISTEMAS DE DUAS E TRÊS 
EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 
LINEARES DE 1.º ORDEM E COM 
COEFICIENTES CONSTANTES 


12.1. SISTEMA HOMOGÊNEO DE DUAS EQUAÇÕES 
DIFERENCIAIS LINEARES DE la ORDEM, COM 
COEFICIENTES CONSTANTES 


Um sistema de duas equações diferenciais lineares de 1.º ordem, 


homogêneo, com coeficientes constantes, é um sistema do tipo 
jX=ajx+a,y 


q) |y= a,x + ayy 


onde os a, são reais dados. Uma solução de (1) é um par de funções 
|x= x (t) 


t e Í (I intervalo) 
|y= y (ð) 


tal que, para todo t € I, 


Já) = apr (t) + ay (t) 
ly (t) = ax (t) + azy (t). 


EXEMPLO 1. O par de funções x = cos t e y = sen t, t E R, é uma solução do 


. [x=—y 
sistema 4. * 
|y =x, 


pois, para todo t € R, 


f (cos tY = —sen t 
| (sen t} = cos t. ĀE 
Sejam 
jx=m(t) [x=x, (t) 
y= A E |y=y (t) 


soluções de (1). Deixamos a seu cargo verificar que, quaisquer que sejam os 
fx=k x (t) + k, x, (t) 


números reais k, e k,, (2) |y = kiyi () +35 (f) 


também será solução de (1). Utilizando vetorescolunas, (2) pode ser reescrita na 


X x, (É) Xa lE) 
3 Pa = f l q - 
forma vetorial (3) H ki É A | +k, E y 


A expressão acima nos diz que se 


® 


x (t) xo (t) 
nto] E yA) 


são soluções de (1), então qualquer combinação linear delas também será 
solução. Os dois exemplos que apresentaremos a seguir mostram que existem 
soluções (4) tais que qualquer outra solução de (1) é da forma (3). Primeiro 
estudaremos o caso em que a, Z 0 ou a, # 0 e, em seguida, o caso a,,=a, = 0. 


EXEMPLO 2. Resolva o sistema 


|X=ajx+a,y 


| y = aa¥ +4- aaay 
supondo a, # 0 ou a, # 0. 
Solução 


Vamos mostrar que resolver este sistema é equivalente a resolver uma 
equação diferencial linear de 2.º ordem, homogênea e com coeficientes 
constantes. Para fixar o raciocínio, vamos supor a,, * 0. Façamos a mudança de 


variável (5) ajx+apy=u,ouseja,ajy=u- ax. 


Daí 


( © ) 


joy -= — aj 1% 


Agora, multiplicando a 2.º equação do sistema dado por a'2 e substituindo (5) e 
fiu 


© no sistema obtido, resulta |ú — ajju = aj2a21xX + a2 (u — aj 1x) 


e, portanto, 


|x5u 
|ú = (apa1 — aj1a22) x + (aj1 + an2) u. 


AÀ 


Da 1.º equação, segue 


Substituindo na 2.º, obtemos 
X = (açao, — apago )x + (ay + a22) E 


Assim, se x = x (t) e u = u (t) for solução de (7), então x = x (t) será solução da 
equação diferencial linear de 2.º ordem, homogênea e com coeficientes 


constantes (8) X — (aj + a22) x + (aj a2 — apa2) x =0. 


Por outro lado, se x = x (t) for solução de (8, então x = x (t) e u = x (t) será 
solução de (7). Observamos que a equação característica de (8) é 
+ À as À ai? | =0 


do a? — À 


onde o 1.º membro é o determinante da matriz 


El 112 
| a E | ( Verifique.) 


Sejam À, e À, as raízes (reais ou complexas) da equação acima. Então, a solução 


geral de (8); será x = cj et + cel! se Aj*A,ereais 
ou 


X = e" (c} cos B t + c} sen $ t) se À = a + if, B + 0, 


ou 


x=ĉ] Ea c2 tel! se A, = do. 
Se À, # À, reais, teremos 


u= x = c] À] 2 -+ C) Ao ed! 


Dea,y=u-a,x, resulta 


Apj—a Ao — a 
is a E = E Faia 


ai? a2 


Por outro lado, se À, = À,, teremos 


y Anii E l ji Àl — aj tleit 
l a “La a 


Fazendo c, =a k ec,=a,k, resulta 


Se A, # À, e reais, a solução geral será 


Se À, = À, a solução geral será 


TX <i a At sp ffo a2 Las 
H “u| A — at E rm alel A — ai E k 


Deixamos a seu cargo verificar que, se A = « + if, P * O, a solução geral será 


x ly a2 cos Br +k aren en 
y] VilmcosBr—Bsengr|" "2 |msenBt+Bcospr][º > 


onde m = q — ay 


Observação. Como sabemos, dados os números reais t, x, € Yẹ a equação (8) 
admite uma, e somente uma, solução x = x (t), t E R, satisfazendo as condições 
iniciais x (t) = x, € ł(t,) = Yọ (Confira.) Segue que o sistema dado admite uma, e 
somente uma, solução x = x (t) e y = y (t), t E R, satisfazendo as condições 
iniciais x (t,) = x, € y (ty) = Yọ 


EXEMPLO 3. Resolva 


Í X = a] i X 


| y = da7 y. 
Solução 


. + 
X=|X&S x=kpeén 


a = laat 
y=any Ə y=he2Z. 


A solução geral é então 


H = k lol emi kz H a: 


Br TA (0) 
— = ~ z ~ ji i 
Observe que À =a, € À, = a,, são as raízes da equação 


ds, =À 


A solução geral pode então ser colocada na forma 


- x E a Ol A; 
(3) H = ki ol e 1f + kz H e g", 


Observação. Fazendo, em (9), k =mwe ^o e k = y e^o, obtemos a única 
solução do sistema que satisfaz as condições iniciais x (t,) = x, € y (tj) = Yə- 


O importante teorema que destacaremos a seguir é consequência dos 
Exemplos 2 e 3 e das observações que seguem estes exemplos. (Verifique.) 


Teorema (de existência e unicidade). Dados os números reais t, X) € Yy O 


|x = x(t) 
Ly = y(t) eR 


sistema (1) admite uma solução - 
satisfazendo as condições iniciais 


x(t)=x,e) (ty) = Yo 


Além disso, se 


] x = xy (t) 


|y =y (t) t €E I (I intervalo e ty E D 


for outra solução tal que 


x (t) = X, € Y, (t) = Y, então, para todo t € I, 


x (9 =x, ®© ey (9 =y, (0). 
Uma pergunta que surge naturalmente é a seguinte: sabendo que 


[x = xy (t) fx = x, (t) 


ty nto) € |y yo (t) t ER 


são duas soluções de (1), que condições elas devem satisfazer para que 
À e x(t) i Xa (t) 
Dl=h Di Ee Ya(t) 


seja a solução geral de (17? Tendo em vista o teorema anterior, para que a 
expressão acima seja a solução geral basta que, para quaisquer reais t, x, € Y, 
dados, existam k e k, tais que para estes k e k, a solução acima satisfaça as 
condições iniciais x (t) = x, € y (t) = Yy 


Basta, então, como se verifica facilmente, que, para todo t,, 


* 0. 


Conclusão 


Sendo 


x (t) Xa (1) 
yE) | E yO 
- oo X(t) xs(t) 
duas soluções de (1) tais que, para todo t real, 5 (1) a A +0 
M J2 
então 
wl d x (t) É X> (t) 
babiolo 


é a solução geral de (1). 


Sendo 


x (t) X, (t) o 
y| e lya] ER 
soluções de (1), a função W = W (t), t E€ R, dada pelo determinante 


x(t) x(t) 


VOS yo yO 


denomina-se wronskiano de tais soluções. O resultado acima nos diz 
simplesmente que se o wronskiano W (t) for diferente de zero para todo t, então 


x|, |X() |X% (t) 
H = E o cei k (t) 


será a solução geral de (1). Abel e Liouville descobriram que, para se ter W (t) = 
O, para todo t, basta que se tenha W (0) # 0, como mostra o próximo teorema. 


Teorema (de Abel-Liouville). Seja W (t) o wronskiano das soluções 


xı (t) Xa (t) 
(9) nto] |y,(8) 


do sistema (1). Então, para todo t real, 


W(t) = W(0) et 422%, 


Em particular, se W (0) # 0, então, para todo t real, W (t) Z 0. 


Demonstração 


x(t) x(t) 


Derivando em relação a t, obtemos 


Win = x xs (DO) (1) x (8) o. 
Como são soluções de D, resulta 
PR AiXı (t) t aiy (t) agxs()+asys(t) 
W ER a! ft | 1271 112 1222 
(t) nO va (1) + 
x (t) X (t) 
Segue que 


axt) aj¥2(t) 
yı) Vo (1) 


x(t) Xa (t) 


y = 
W(t) ayı (t) Ao Vo(t) 


e, portanto, 
w (O = (a, +a,) W (0. 


Assim, W = W (t) é uma solução da equação diferencial linear de 1.º ordem 


W - 
e =(a,| +a )W. 
t dadas 


Logo, existe uma constante k tal que 


m 
D 


WEA = keu * a”, | 
Como k = W (0), resulta 


W = W(O)e'tu + So”. 


m 
D 


Na Seção 12.3, estabeleceremos um método prático para determinar duas 
soluções de (1) com W (0) # O. Na próxima seção, vamos preparar o terreno para 
o estabelecimento de tal método. 


Para finalizar a seção, vamos mostrar que a definição de wronskiano, 
apresentada nesta seção, engloba aquela que aparece na Seção 11.5. 
Consideremos, então, a equação (1) x+bx+cx=0. 


Como vimos no Exemplo 3, esta equação é equivalente ao sistema 


@ pad 


y === by. 


a ~ (t) X, (t) 
Sendo x, (t) e x, (t) soluções de (1), então | i l e l 7 | 


x(t) X(t) 


serão soluções de (2) e o wronskiano destas soluções é 


a) x(t) 


W(t)=]|. . 
D=O EA 


que concorda com aquela definição de wronskiano que aparece na Seção 11.5. 


12.2. MÉTODO PRÁTICO: PRELIMINARES 


O objetivo desta seção é introduzir algumas notações e alguns resultados 


sobre matrizes. Consideremos então (0) sistema 
| X= aX + ajay 


Y |} = a,x + a33. 


A matriz deste sistema será indicada por A: 
E d> l ss K 
Um vetor-coluna será indicado por uma letra em negrito: 
X = H „a= H PA = [2] etc. 
y n q 
Com estas notações, o sistema (1) se escreve 
X 
x=Ax onde x= H 


Como se aprende no estudo de matrizes, se œ e 5 são números reais e u e v 
dois vetorescolunas, então tem-se A(ou) + Bv) = a Au + B Av. (Confira.) 
Indicando por I a matriz unitária de ordem 2 


10 
I = i 
o 1 


temos 


TAS = ail aiz = À O 
A Al E a7 | f À 


e, portanto, 


À mia | SA o 
A ÀI | ds adaz A 


onde À é um número real. O determinante da matriz A — ÀI será indicado por det 
(A — AN. Assim, det (A — AJ) = [PH — A ap | 


a] an — À 


As raízes da equação característica 
det (A-D =0 
denominam-se autovalores da matriz A. Seja à, um autovalor da matriz A. Um 
vetor-coluna não nulo v denomina-se autovetor associado ao autovalor À se, e 
somente se, AU = À, v. 
A equação acima é equivalente a 


0 
(A - à D v = 0, onde 0 = o é o vetor-coluna nulo. 


Tudo o que dissemos acima aplica-se quando A é uma matriz quadrada de 
ordem n e I, a matriz unitária de ordem n. 


EXEMPLO 1. Considere a matriz 


a) Determine os autovalores de A. 
b) Determine os autovetores associados aos autovalores de A. 


Solução 


a) Os autovalores são as raízes da equação característica 


Esta equação é equivalente a 
NR -3h-4=0. 


Assim, os autovalores são: À = -1 e À, =4. 
b) Primeiro vamos determinar os autovetores associados ao autovalor À. Tais 
vetores são as soluções não nulas do sistema (A - AD v = 0, 


que é equivalente a 


m 


l 
n 6 2 


onde v = | | Como À =-1, resulta 


que é equivalente a 


[3m +n=0 
lóm +2n=0. 


Por sua vez, este sistema é equivalente a 
3m +n=0. 


Daí, n = -3 m. Os autovetores associados ao autovalor À = —1 são: 


Os autovetores associados ao autovalor À, = 4 são as soluções não nulas do 


ist 2-A l m]_fO 
sistema| 6º 1-a,|[n]=/0) 


Como À, = 4, resulta 


| —2m+n=0 

| 6m—-3n=0, 
que é equivalente a 

-2m+n=0. 


Daí, n = 2m. Os autovetores associados ao autovalor À, = 4 são 


H = EM = m3); m É 0. 


Consideremos, novamente, o sistema (1) e seja À um autovalor da matriz A 


deste sistema. Conforme aprendemos na seção anterior, o sistema admite uma 


[m 


solução do tipo i 


à E ; 
| e +. A pergunta que se coloca naturalmente é a seguinte: que 


m 
relação existe entre o vetor v = | | e o autovalor À? O próximo exemplo nos diz 
n 


que ve% será solução de (1) se, e somente se, v for um autovetor associado ao 


autovalor À. 


EXEMPLO 2. Considere o sistema 


x = Ax 


e seja Aum autovalor da matriz A. Prove que x (t) = ve", onde v é um vetor- 


coluna constante, será solução do sistema acima se, e somente se, v for um 


autovetor associado ao autovalor À. 


Solução 


Ave! 


x(t) = ve" > x(t) 


pois v é constante. Supondo então que x(t) = ve™ é solução e substituindo no 
sistema, devemos ter, para todo t real, Ave = A (ve. 


Como A(ve®™) = eù Av, pois e^ é escalar, resulta Ave" = e^ Av 


e, portanto, Av = àv. Por outro lado, se Av = àv, então ve" será solução. 
(Verifique.) Logo ve" será solução se, e somente se, v for autovetor associado ao 
autovalor À. (Observe que esta prova é válida mesmo se supusermos À complexo 
e permitirmos que as soluções assumam valores complexos.) E 


Vimos na seção anterior que se a matriz A do sistema (1) admite autovalores 
iguais, À =A,esea,*0Ooua, # 0, então o sistema admite, também, solução 


do tipo [| +t Fa Lert, 
| ny n3 | 


0 
com [| = o) (Veja exemplo 2 da seção anterior.) O próximo exemplo nos diz 
n3 


o A “mol _ [m : ~ , — 
que x (t) = (v + tu)e s, onde v = m |ºU=|m, | Será solução do sistema (1) se, e 


somente se, u e v satisfizerem as condições (A - AD) v =u 


(A-ADu=0. 


Observe que a 2.º condição nos diz que u deve ser um autovetor associado ao 
autovalor À. Observe, ainda, que as condições acima são equivalentes a 


a TÀ ajiz mo | | m 
az] a7 -Àj na ng 


aj TÀ ajz m; | [0 
“451 aa) =À] ng O E 


EXEMPLO 3. Considere o sistema 
x = Ax 


e seja À um autovalor da matriz A. Prove que x (t) = (v + tu) e^, onde u e v são 
vetorescolunas constantes, será solução do sistema acima se, e somente se, u e v 
satisfizerem as condições (A - AD v = u 


(A-ADu=o0. 
Solução 
x (t) = (0 + tu) eè > x(t) = ue™ + À (v + tu) e^. 


Supondo, então, que x (t) = (v + tu) e^ é solução e substituindo no sistema x = 
Ax, devemos ter, para todo t, 


ue% + À (v + tu) eè = A [v + tu) e] 
e, portanto, 
(u + Av) e% + àu t e^ = eù Av + t eù Au. 
Logo, devemos ter, para todo t real, 


u + àv + àut = Av + tAu. 


Daí resultam 


Av=u+Avu 
e 
Au = ìu, 
ou seja, 
(A-ADv=u 
e 
(A-ADu=o0. 


Fica a seu cargo verificar que se estas duas últimas condições se cumprem, então 
x (t) = [v + tu] e^ será solução. 


Quando estivermos trabalhando com um sistema com três equações 


= ax + a2 y + a3? 
= ax + a12y + az 
= 03x + a32y + as, 


M Gé. UR 
| 


poderão ocorrer soluções do tipo 


f ” , 
2 
x(t) = rr E eùt, 


onde À é um autovalor da matriz do sistema, ou seja, À é uma raiz da equação 


ail -À ai? a3 
característica| a, aÀ as |=0 


az l azz a33 = À 
e u, v e W são vetorescolunas constantes: 
mj mz m3 
u= |m], v=|m e w=|nm 
P1 P2 P3 


Deixamos a seu cargo provar que a função acima será solução de x = Ax se, e 
somente se, (A-AD w = v, 


(A-ADv=u 


(A-ADu=o, 


onde T é a matriz unitária de ordem 3. E claro que os Exemplos 2 e 3 aplicam-se, 
também, a sistemas com três ou mais equações. 


Voltemos ao sistema (1) de duas equações. Sejam À e À, autovalores reais e 
soi f . m m i 
distintos da matriz A e sejam u=| , |ev=| ,* lautovetores associados, 
1 9 


š : $ A ES 
respectivamente, a À, e À,. Conforme vimos acima, u es e v e, são duas 
soluções de (1). O exemplo que apresentaremos a seguir mostra que o 
wronskiano, em t = 0, destas duas soluções é diferente de zero. 


EXEMPLO 4. Sejam À, e À, autovalores reais e distintos da matriz A do sistema 


Z m mM, , : 
(1), e sejam u = e ev =| | autovetores associados, respectivamente, a À, e 
L i ž 


P A O E 
A,. Prove que o wronskiano das duas soluções u e`: e v eù: é diferente de zero, 
m Mo 


em t = 0, isto é, W(0) = +0. 
E 


Solução 


Provar que o determinante acima é diferente de zero equivale a provar que a 
(ma + mfp =0 


única solução do sistema homogêneo ima +mp =0 


é a solução trivial a = B = O. Este sistema, na forma vetorial, se escreve 
e E | +6 [nr — H 
Precisamos provar, então, que 

ou+Bv=0=>au=B=0. 
Consideremos, então, a equação 
(3) ou + Bu = 0. 
multiplicando os dois membros de (3) pela matriz A, resulta A (ou + Bu) = AO 
e, portanto, 

aAu + PAv = 0. 


Lembrando que u e v são autovetores associados a À e À, respectivamente, vem 
(oh u + BA, v = 0. 


Multiplicando, agora, os dois membros de (3) por — À, e somando com (4), resulta 
PA, — A) uv =). 


De À, # À, e v # 0 resulta P = 0. Substituindo em (3), obtemos au = 0 e, portanto, 
a = 0. (O que acabamos de provar é que u e são linearmente independentes, 
conforme você aprendeu em vetores.) E 


gi m z E 
No proximo exemplo, mostraremos que se u = Ë | é um autovetor associado 
| 


n 


: Ho |, ES 
ao autovalor À, da matriz A e se v= | 3l é tal que (A - à I) v = u, então 


m My 


+0, 
n 


l 2 


o que significa que o wronskiano, em t = 0, das soluções u e^: e (v + tu) eù: é 
diferente de zero. 


m 
"i 


EXEMPLO 5. Suponha que u =| | é um autovetor associado ao autovalor À, 


E A = Š m 
da matriz A do sistema 1) e seja v = [ael tal que (A - À 1) v = u. Mostre que 


mi My 
ni na 


* 0. 


Solução 
Precisamos mostrar que 
ou+Bv=0=>au=B=0. 
Consideremos então a equação 
© | cu+Bv=0. 
Multiplicando os dois membros pela matriz A — À I, obtemos 
c(A-ADu+B(A-ADuv=0. 


Segue da hipótese que 


e, portanto, p = 0. (Lembre-se de que u 0, pois u é autovetor.) Substituindo em 
(5), obtemos au = 0 e, portanto, a = 0. 


Os próximos exemplos referem-se a um sistema com três equações 
diferenciais lineares de 1.º ordem e com coeficientes constantes. 


EXEMPLO 6. Sejam À, e à, dois autovalores reais e distintos da matriz 


“| | ai? a3 
A= az] das da 


KETI aza a33 
e sejam 


m| mo 
u =j] e D= |. 


Pi P2 


autovetores associados, respectivamente, a À, e À,. Mostre que, quaisquer que 
sejam q, ef, reais, tem-se qu + pv =0 >a =B, =0. 


Solução 
Fica para o leitor. (Sugestão: Proceda como no Exemplo 4.) 


EXEMPLO 7. Sejam À,, À, e À, três autovalores reais e distintos da matriz A do 
m mo m3 


exemplo anterior. Sejam u =| q |. v=|m | e w=]|n |. 
pı p2 p3 


autovetores associados, respectivamente, a À, À, e à. Prove que, quaiquer que 


sejam, x, p e y reais, tem-se au + Bo +yw=0=>u=B=y=0. 
Conclua que 


m ç m m 
m m nO. 
Pi P2 P3 


Solução 
Consideremos a equação 
© aœau+fv+tyw=0. 


Multiplicando os dois membros de (6) pela matriz A, obtemos aà u + BAU + yà.w 
= 0. (Confira.) Multiplicando os dois membros de (6) por — à, e somando com a 
equação acima, resulta a (À, — à.) u + p (À, - à.) v = 0. 


Pelo exemplo anterior, 
a (À -A)-0eB(A,-A)=0. 


De A Z Ae Ag 
provado, assim, que a única solução do sistema homogêneo 
| ma+mB+my=0 
4 ma+nB+ny=0 
| pae+pB+pyy=0 


resulta œ = 8 = 0. Substituindo em (6), temos y = 0. Fica 


é a solução trivial æ = p = y = 0. Logo, 


mp m m 
n m nO. 
"o Pa P3 E 


EXEMPLO 8. Sejam À, e À, autovalores reais e distintos de uma matriz A, 
quadrada e de ordem 3, e sejam u e v autovetores associados, respectivamente, 
aos autovalores À e À,. Seja w um terceiro vetor tal que (A — AD) w = v. Prove 
que, quaisquer que sejam os reais x, Be y tem-se au + Bo +yw=0>a=B=y= 
0. 

Solução 

Multiplicando os dois membros da equação 
ou + Bo + yw = 0 


pela matriz (A — À,1), obtemos 


(7) a (A - à D) u + yv = 0, pois (A - àD v = 0 e (A - ÀI) w = v. Como (A — 
àJ) u = Au - àu = (À, - À,) u, substituindo em (7), obtemos a (À — À,) u + yv = 
0. 


Do Exemplo 6, resulta « = y = O. E, portanto, 5 = 0. 


EXEMPLO 9. Seja u um autovetor associado ao autovalor À da matriz A. Sejam 
v e w vetores tais que (A -I)w = v 


(A-A)v=u. 


Prove que, quaisquer que sejam os reais q, Be y, tem-se cu + Bu +yw = 0> qa = 
B=y=0. 


Solução 
Multiplicando os dois membros da equação 
ou + Bo +yw=0 
pela matriz A — AI, resulta 


Bu + yv = 0. (Confira.) Multiplicando, agora, os dois membros desta equação por 
A-— A, resulta 


yu =0. 
Daí, y= ßp=a=0. 
E 
Estamos, agora, em condições de estabelecer o método prático para 
resolução de um sistema com duas ou três equações. O método se estende, sem 


problema algum, a sistemas com mais de três equações. (Pensando bem, poderá 
haver alguns pequenos problemas!) 


12.3. MÉTODO PRÁTICO PARA RESOLUÇÃO DE UM 
SISTEMA HOMOGÊNEO, COM DUAS EQUAÇÕES 
DIFERENCIAIS LINEARES DE 1. ORDEM E COM 
COEFICIENTES CONSTANTES 


Consideremos o sistema 


| X= ax +ajy 
|y = aax + azy 


e sejam À e À, as raízes da equação característica 


isto é, À, e À, são os autovalores da matriz A do sistema (1). Do que aprendemos 
nas duas seções anteriores, resulta o seguinte método prático para se determinar 
a solução geral de (1) no caso em que À e À, são reais. O caso em que À e À, são 
complexos será visto mais adiante. 


X 
k 


1.º Caso: a,, = a, = 0. O sistema (1) se reduz a - 


e a solução geral é 


onde À, = e À, = Ayy 


2.º Caso: a, * 0 ou a, Žž 0 e À #ž à. A solução geral é 


Hs 


Ni | são autovetores associados, respectivamente, a À e À,. 
`% 


p O o a, é 0 e À = à. A solução geral é 


mi| At 4 ko J| m2 e| ™ | Mt 
ni . | no m | 


m > š 
onde P l | é autovetor associado a À, e 
| 


ai] =À ajz mo, 
a>] azz mà Àj Lo) 


EXEMPLO 1. Resolva 


[x= 2x 
|y= -3y 
Solução 
r=2xex=ker 
e 


A solução geral é 


EXEMPLO 2. Resolva 


Solução 
A equação característica é 


I-—A 0 
=0 & (1-AX3-A)=0. 


Os autovalores são: À = 1 e À, = 3. Vamos, agora, determinar os autovetores 


associados a estes autovalores. Primeiro, os autovetores associados a À = 1. 


este sistema é equivalente a (À, = 1) 


2m+2n=0 
e, portanto, m = — n. Os autovetores associados a À, =1 são: 
Mi]. c| 40 
e [ai Ng p aau 
O autovalor À = 1 fornece, então, a solução 
Ea g 
Agora, os autovetores associados a À, = 3. 


[ Tag ha fallo} 


4 


é equivalente a 


| —2m = 0 


| 2m = () 
= ; = ao AR | ces ha ses | 
e portanto, m = 0. Os autovetores associados a À, = 3 são n E Inl="|y |" 0. 
O autovalor À, = 3 fornece a solução 


e 


A solução geral é 


* | -a JOE: E (AN a 
Bl-al Jete (ii a 


Outro modo de resolver este sistema é o seguinte: da 1.º equação x = x segue x = 
k e:. Substituindo na 2.º equação, vem y= 2k e: + 3y, cuja solução geral é 


y= k,et i e [2ke! e dt 
e, portanto, 
y= k,e”: — k et (Confira.) A solução é, então, 
Jefe 
Fazendo k, =-c ek,=c, resulta H =c E | Eros [| e, 
que é a solução encontrada anteriormente. 


EXEMPLO 3. Resolva 


|y=x+ y 
Solução 
—À 2 E o EE PE 
E aj=0 SA À= 2=0, 
Os autovalores são: À, = -1 e À, = 2. Autovetores associados a À, = sf: 


-M 2 m| |O 
| b-M | 0 
e como À, = —1, resulta 


jm+2n=0 
|m+2n=0. 


Logo, m = -2n e os autovetores associados a à, = —1 são: 
m —2n i 
= =f «no. 
n n | 


e 
Assim, o autovalor À, = —1 fornece a solução | d e. Determinemos, agora, os 


autovetores de À, =2, 


é equivalente à equação 
-m+n=0 


e, portanto, m = n. Os autovetores de À, = 2 são 


J-j- eo 


| 


Assim, o autovalor À, = 2 fornece a solução f 


X =) E | r} 
Bjal T]e telie 


Outro modo de resolver o sistema dado é o seguinte. Da 1.º equação, vem 


r, ~ z ~ 
Je . A solução geral é, então, 


x=2». 
Multiplicando a 2.º equação por 2 e lembrando que 2y = x, resulta y= 2x + x 
e, portanto, 
E xT2x=0. 
Daí 


x =k, e ++ ke'r (Confira.) Segue que ; = -k e ++ 2k,e*. Substituindo na 1.º 


4 k , 
equação do sistema dado, obtemos y = -Ż et + ke“. 


A — *|.. |-2 ,—t Ee E] 2t 
Fazendo k, =-2c ek,=c, resulta H =| F et +c N et, 


que é a solução encontrada anteriormente. 


E 
EXEMPLO 4. Resolva 
[x =x + 4) 
|ý = —x + 3y 


Solução 


Ea 4 


= a y ARE ) = 
Li n 0 & à? -2A +1=0. 


à = 1 é o único autovalor. Determinemos os autovetores deste autovalor. 
-1-—A 4 m| 0 
—1 3-aAllIn O | 
De À = 1, resulta 
-m+2n=0. 
Os autovetores são: 


p) 9 
H = r =n H não. 
n n l 


o) 
O autovalor À = 1 fornece então a solução T e'. Este autovalor fornece, também, 


E Tm, 27 
outra solução da forma | k j +t H e, 


f 


ma |, Š a 
onde n |é uma solução do sistema 
f 


-EA 4 m| |2 
-1 3-Al|n [| 
Este sistema é equivalente a (A = 1) 


Í —2m + 4n=2 


|-m+2n=1 


que, por sua vez, é equivalente a 


-m+2n=1. 


Tomando-se m = 1, temos n = 1. Assim, 


[E 


é outra solução fornecida pelo autovalor À = 1. A solução geral é então 


Jere Ee 


(Sugerimos ao leitor resolver o sistema dado pelo método do Exemplo 2 da 
Seção 12.1.) 


E 
O próximo exemplo facilitará as coisas no caso em que os autovalores são 
complexos. Observamos que, tendo em vista o Apêndice 1 do vol. 2, tudo o que 


aprendemos nas duas seções anteriores aplica-se se supusermos as funções 
definidas em R e com valores em Ç. Reveja tal apêndice! 


EXEMPLO 5. Sejam x, = x(t), y, = y (©), x, = x(t) e y, = y,(t) funções a valores 


reais definidas em R. Suponha que 
E [x= x (t) + ix (t) 
(2) |y = y(t) + iya (t) 


(i é a unidade imaginária) seja solução do sistema (1). Prove que 
x(t) i X(t) 

MORRA, 

são, também, soluções. 

Solução 


a z (i +i, =a (x + ix) +a + iy) 
ndo (2) sol (1), temos 4.1.2 _ Hyl 02 1221 22 
sendo oleo dA temos Mt = an (x Hix) +a (yi tiya) 


e, portanto, 
= qX + ajoy> 


X3 
2 = az1X2 + any2. 


= d11% + aãi2 V1 Í b 
2i e l? 
= ax tany ly 


Sede k. 


Logo, (3) são soluções do sistema (1). 


EXEMPLO 6. Resolva 


Solução 


És 


I—A 2 ] 
=0 o A=1+2i. 
— | I-—A 


“æ 


Vamos, agora, determinar um autovetor associado ao autovalor À = 1 + 2i 
LEA 2 m| O 
SS =| poi 


De À = 1 + 2i, resulta 
Í —2im + 2n=0 


|-2m — 2in = 0. 
Multiplicando a 2.º equação por i, obtemos a 1.º equação. Logo, o sistema acima 


é equivalente a -im + n = 0. 


Para m = 1, temos n = i. Assim, 


0 


é uma solução do sistema. Como 
(152) = at . 
e “r=e (cos 2t + i sen 2t), resulta 


|x = e (cos 2t + isen 21) 
|y = e (-sen 2t + icos 21). 


Pelo exemplo anterior, 
cos 2t | E sen 2t| 
—sen 2t | * cos 2t | * 
são, também, soluções do sistema. O wronskiano, em t = 0, destas soluções é 
1 0 
W(0) = * 0. 
0 1 
Assim, 


x cos 2t sen 2t 
= k] A e +k 5 e! 
y —sen 2t * | cos 2t 


é a solução geral do sistema dado. Gostou?! 


Exercícios 12.3 


1. Resolva 


a) | b) 
ly=-x +)» ly=x+3 
[x =x—y [x= y 
Cc) d) 
ly=x+3 ly =—4x + 4y 
a, a Da 
Ss a Jt=2-D 
ý pes k ly=2x+» 
[A =2y [x =—9x + 4y 
8) 4 h) < 
| = -y | ý = —9x + 3y 


Determine a solução que satisfaz as condições iniciais dadas. Desenhe a 
trajetória da solução encontrada. 


x=-2y x(0)=1 b Ji=y e [pO 2 
a) \y=3x © Iyw0=1 {=x v0)=2 
p fi=x _ [x0)=1 n Jx=—x  [x0)=1 
= |y =—» z y(0)=1 - | =—3y i y(0)=1 


) k=-2x-—y x(0) = 1 
E y=x-—2y j y(0)=0 


Uma partícula é abandunada na posição (1,0). Sana: -se que na posição (x, 
y) sua velocidade é Éi v (x, y)=(—-x— y)i +(x— y) F ; 


Desenhe a trajetória descrita pela partícula. 


Considere o sistema 


a) Prove que se 


pp 

wo o 
WI 
Ui 
A 
- “4 
a” a 


for uma solução deste sistema, então será, também, solução da 
equação 


2 dx- dy = 0. 


Conclua que a trajetória desta solução está contida na reta y — 2x = k, 
para alguma constante k. 


b) Determine a solução geral do sistema. 


c) Seja c um real dado, desenhe a trajetória da solução que satisfaz as 
condições iniciais x(0) = 0 e y(0) = c. 


d) Seja c é O um real dado. Desenhe a trajetória da solução que satisfaz as 
condições iniciais x (0) = -c e y (0) = c. 


Considere o sistema 


fi =aux + ay 
|ý = aX + a). 


Sejam À; e À, as raízes da equação característica 


UIT À 79 
au a2 |o. 


a2] an —àÀ 
Seja 


= x(t) 
(y = y(t) 


= 
| 


tER 
uma solução qualquer do sistema. Prove. 


Š lim (x(t), y(t))=(0, 0). (Dê exemplos.) 
a) Se à <0 eÀ, <0, então, Lo 


b) Se à =a + ifed =a- ip, com a< 0 epf # 0, então 


lim (x(t), y(t))=(0, 0). (Dê exemplos.) 
t= +% 


c) Se À = if e à, = ip, P * 0, então a trajetória da solução que passa pelo 
ponto (x,, Y,) # (0, 0) é uma elipse. 


x = x(t) 
d) Suponha À > 0 ou À, > 0. Prove que existe uma solução i l g = 


tal que 


lim | x(t), v| =+%. (Dê exemplos.) 
t—>+% i 


Considere o sistema 


a) Determine a solução geral. 


b) Desenhe a trajetória da solução y(t) = (x(t), y(t)) que satisfaz a 
condição inicial y(0) = | a | | 


c) Calcule lim Y); onde y(t) é a solução do item b. 


Considere o sistema 


[x =ajx+ay 
ty = a2|x + a727 


Prove que aii +t a, = 0 é uma condição necessaria para que as trajetorias 


das soluções sejam elipses. Tal condição é suficiente? 


Seja X (x, y) = P(x, y) T + Qx, y) j de classe C' em R? tal que, para todo (x, 
y)em Rô, 4 (x,y) > 0. Prove que não existe curva y: [a, b] — R° de classe 
Ct, simples, fechada, orientada no sentido anti-horário (ou horário) cuja 
imagem seja a fronteira de um compacto K, com interior não vazio, tal 
que, para todo t E [a, b], yie) = v (y0). 


10. 


11. 


12. 


13. 


(Sugestão: Calcule l, Qdx — Pdy diretamente e utilizando o teorema de 


Green.) Resolva o Exercício 8 utilizando o Exercício 7. 


As trajetórias são elipses? Justifique. 


(k=2+2y j= 
a) |” i E = 


sejam periódicas. Qual o período? 


Dois tanques 1 e 2, contendo soluções de água e sal, estão interligados por 
dois tubos que permitem que a solução de um tanque escoe para o outro e 
vice-versa. Sabe-se que as quantidades de sal S| = S, (t) e S, = S, (t) nos 


| dsi 
=—S + S2 
tanques estão variando nas seguintes taxas ; EA 
E S) — S5 
dt 


Sabe-se, ainda, que no instante t = O a quantidade de sal (em kg) no tanque 
1 era de S (0) = 15 e no tanque 2 de S. (0) = 5. 

a) Determine as quantidades de sal existentes nos tanques no instante t > 
0. 

b) Calcule tm $i e lim S2(0) Interprete. 


Considere o sistema 


[x =ajx+aoy 
|y = ao|Xx + a727. 


14. 


15. 


16. 


a) Determine condições para que 


lim x()=0 e lim y) =0. 
t > +o t > +o 


b) Determine condições para que a solução (x(t), y(t)) tenda para a origem 
quando t — +o, e em espiral. 


Os lados x = x (t) e y = y (t) de um retângulo estão variando com o tempo 
| dx 
— = 3x — 2y 


nas seguintes taxas ; E ; 


— = 4x — 3y. 
dt 


Sabe-se que, no instante t = 0, x (0) = 2 e y (0) 3. Determine o instante em 
que a área do retângulo é mínima. 


Suponha que entre dois ambientes 1 e 2 haja troca de calor. Sejam T, = T, 
(t) e T, = T, (t) as temperaturas, no instante t, nos ambientes 1 e 2, 


respectivamente. Admita que as temperaturas estejam variando nas 
| dT, 
T1 Z 4h -4h 
dt 
T s th, 
dt 


seguintes taxas : 


Suponha que T, (0) = 20 e T, (0) = 20. (As temperaturas são dadas em 
graus centígrados e o tempo em segundos.) 


a) Mostre que as temperaturas estão variando periodicamente com o 
tempo. 

b) Determine T, = T, (DeT,=T, (®©. 

c) Determine as temperaturas máxima e mínima no ambiente 2. 

d) Desenhe a trajetória descrita pelo ponto (T, (6, T, (8). 


Sejam T, = T, (t) e T, = T, (t) as temperaturas, no instante t, nos ambientes 
1 e 2, respectivamente. Admita que as temperaturas estejam variando nas 


17. 


18. 


19. 


seguintes taxas s dT 


Suponha que T, (0) = 20 e T, (0) = 10. 


a) Determine as temperaturas, no instante t, nos ambientes 1 e 2. 
b) Esboce os gráficos de T, = T, (t), t > 0 e T, = T(t), t 2 0. Interprete. 
c) Desenhe a trajetória descrita pelo ponto (T (t), T(b), t > 0. 


Suponha que x = x (t) e y = y(t), t E R, seja solução do sistema : i 


ass 
y= x 
Prove que o quadrado da distância do ponto (x (t), y (t)), t E R, à origem é 
constante. (Sugestão: Calcule a derivada, em relação a t, da função C(t) = 
[x O] + [y O.) Interprete. 


Suponha que x = x (t) e y = y (t), t 2 0, seja solução do sistema 
| x=—3x+ y 


pe 


Calcule a derivada da função dada por C(t) = [x (DJ + [y (DI, t 2 0. O que 
se pode concluir a respeito da distância do ponto (x (t), y (t)) à origem? 
Interprete. 


Suponha que x = x (t) e y = y (t), t 2 0, seja solução do sistema 
fi=3x+y 


| y =x + y 


Calcule a derivada da função dada por C(t) = [x (DJ + [y (DF, t > 0. O que 
se pode concluir a respeito da distância do ponto (x (t), y (©), t 2 0, à 
origem? Interprete. 


12.4. SISTEMAS COM TRÊS EQUAÇÕES 
DIFERENCIAIS LINEARES DE 1. ORDEM, 
HOMOGÊNEAS E COM COEFICIENTES 
CONSTANTES 


Consideremos o sistema 


Xx=ap|* + ayay + a3? 


4 ý = az + dyg yY + GsaZ 


(=) 


Z = da |* + azy + da,3% 


onde os a, são números reais dados. Pode ser provado que o teorema de 
existência e unicidade enunciado e provado na Seção 12.1 se estende a sistemas 
com três ou mais equações diferenciais lineares de 1.º ordem, homogêneas e com 
coeficientes constantes. Procedendose, então, como na Seção 12.1, prova-se que 


x(t) Xa (t) xz(t) 
se| yit) | . yt) | el y| tER 
zı (ćt) Z2 (t) Z3(t) 


são três soluções de (1) com wronskiano 


xat) xa (t) x3 (t) 
W(t) = Vit) Yalt) Va(t) 
z(t) Za (t) Za tt) 


diferente de zero, em t = 0, (W(0) * 0), então a solução geral de (1) será 
X x(t) ta (t) Xz (t) 
y =k y) + k, ya (t) + ka | y3(t) |. 

z(t) Za (t) Za tt) 


Sejam À, À, e À, os autovalores da matriz A do sistema (1), isto é, raízes da 


aq —A anp aI3 
equação característica | a21 an — À a = (. 
a3] a3? dy — À 


Suponhamos À, à, e À, reais. Pode ser provado que existem vetores 


mj ma m, 
u=|m |: v=|m |ew=|m 
P| P2 P3 


linearmente independentes, tais que a solução geral de (1) pode ser expressa em 
X 
l Àt Ai Mt 
uma das formas abaixo: | y |= kue l +hgve'2 + kywe'3 


ou 


=kju Mt + ka ve! + ky[w + tv] ea! 


N led de 


ou 


hun 


At At E | T 
=hkuel +hkolv+tle! + k3 [wtw iule l; 


N “el o 


A segunda forma acima só poderá ocorrer se A # à, = à, ou À, = À, = À. A 
terceira forma só poderá ocorrer quando À = À, = À,. A seguir, estabeleceremos 


um método prático para se determinar u, v e w. 


[à = a 
1.º Caso: a, O para i Z j. O sistema se reduz a < 


y = ayay 


Z = daaZ 


e a solução geral é 


a 0], 01 
kil O|e^ + k [1ett+ks |0| e^, 
0 0 l 


ra e e a 
II 


2.º Caso: À, à, e à, são reais e distintos. A solução geral é 


m | 4 mo 
=k |m |e 1+ k| m 
pi p2 


m, 
l 

onde | n; |é um autovetor associado a À, i = 1, 2, 3. 
Pi 


3.º Caso: À, Z À, = À, e À, admite dois autovetores linearmente 


independentes. A solução geral é 
E m] mo ma 
zkia e tiim [A +k |m aF, 
Pi P2 P3 


my ma mą 

onde | 7 |é autovetor associado a À, e|n, | | n, | autovetores associados 
P1 P2) LP3 

a À.. 


2 


O 3.° caso ocorrerá quando o sistema homogêneo 


ai — À» am a3 f 

41 — À2 12 TR n 0 
a] an — À? a23 n|=]|0 
a3] a a3—A2 || p 0 


for equivalente a uma única equação 
am + bn + cp = 0, 


com a, b e c não simultaneamente nulos. Supondo, para fixar o raciocínio, a ź O 
b 


e fazendo B=-> e C =-—£, resulta que os autovetores associados a À, são 
a a 
m Bn+ Cp B C 
nj|= n =n|ljļ+p|O0l, 
p p 0 l 
B E 
com n e p não simultaneamente nulos. Os autovetores | 1 | e | 0 | são linearmente 
0 | 
B C 0 
independentes, pois n | 1 |+ p| 0|=|0| > n=p=0. (Confira.) 
O | 0 


4.º Caso: À, rá À, = À, e o número máximo de autovetores linearmente 


independentes associados a à, é 1. A solução geral é 


m| a m | 4, | m3 mo | 
el +k|n |e 2? +kssn|+t|nm 
Ppi p2 | P3 


Ant 
a 


onde ; é autovetor associado 
J 


ail =M aji? da ma 


“1 das — A 43 na ums 
a3] 439 a33 — À, P3 


O 4.º caso ocorrerá quando o sistema 


ar — À? ai a3 m 0 
ayj 4 À» a3 n|=]|0 
a3] a3? a33 — À? P 0 


for equivalente a 


fam+bn+cp=0 
| am+bn+cp=o0, 


com 


a bj a c 


3 C> 


+0 ou +0 ou 


1 
da b, b, C> 


Neste caso, os autovetores associados a À, serão da forma 


m mM 
n|=&]|n, | 250, 
P Pa 
Ma 
onde | n, |é um autovetor de À.. 
Ps 


5.º Caso: À, = À, = À, e À, admite três autovetores linearmente 


X= qX 
o a É 
independentes. Neste caso, o sistema (1) será da forma 5 432) 


(Z Ga3Z 


Say É do tipo estudado no 1.° caso. 


coma, 7 a, 


Observe que se À, admite três autovetores linearmente independentes, então, 

m 

quaisquer que sejam os reais m, n e p não simultaneamente nulos, o vetor | n 
Pp 
será autovetor de À . (Verifique.) Segue que, quaisquer que sejam os reais m, n e 


a i~ À] ai? aja m 0 
p, teremos az] az — À] a73 n|=|0), 
“31 232 a3-A LP LO 


e isto só será possível se 


aj — Àl ai a3 000 . 
a2] dj — Àj a23 =|0 0 0| (Confira.) 
a3] a32 a33 — À] 000 


6.° Caso: À, = À, = A, e o número máximo de autovetores linearmente 


independentes associados a A é 2. A solução geral é 


mi mo | ma, mą 


|a 


X 
t t 

y|= kı | a e^ + ko | m eM +k s| n |+t| njet, 

x Pi p2 [La ps || 
m moa 

onde |n |e| n, | são dois autovetores linearmente independentes 
Pi P2 

associados a A, a 

a] 7 À] ai? G13 ma my 
(2) anj ay — Àj da =| m |=| n4 h} 
= a3] a32 a33 =À] P3 P4 


m 
4 
onde | ną |é um autovetor de À. 


P4 


Vejamos um modo prático de se determinar u =| ną |e v=| m |. E claro que 
P4 P3 
basta determinar v. O sistema (2) pode ser escrito assim: (A - AD v = u. 


Multiplicando-se os dois membros da equação acima por A — À I e lembrando 
que o produto de matrizes é associativo, resulta (A — AD v=(A-A Du. 


Como u deve ser autovetor e, portanto, (A- A Du = 0 e u # 0, resulta que v deve 
satisfazer as condições (3) A-ADv=0 


(e) 


(A-ADvfO. 


Observe que (A — AD? é o produto da matriz A — À 1 por ela mesma. A condição 
(4) nos diz que v não pode ser autovetor de À . Assim, v é uma solução de (3) que 
não é autovetor de À . Determinado v, calcula-se u através da relação (2). Então, 


para se determinar u e v proceda da seguinte forma. 


Primeiro calcula-se o quadrado da matriz A — À I. Em seguida, resolve- 
se o sistema (A — À T} v = 0. 


O v procurado é aquela solução da equação acima que não é autovetor 
de à, ou seja, (A - à I) v # 0. 


Determinado v, calcula-se u através da relação 


(A-ADv=u. 


Doo 


Observação. O autovetor u acima não tem obrigação alguma de ser igual a 


m Ma 
uj; =| 7 |ou a u, =| m, |. Tal u deverá ser, com certeza, uma combinação linear 


Pi P2 
de u, e u,. (Confira.) 


7.° Caso: À = À, 
independentes associados a A é 1. A solução geral é 


= À, e o número máximo de autovetores linearmente 


2 
r= | kju + ko [v + tu] + k3 E END J PaA 


dar 


onde u é autovetor associado a à e v e w são dados por 
) (A-ADw=v 


(<a) 


(A — àD) w=uv 


(a ) 


No caso acima, pode-se primeiro determinar um autovetor u e, em seguida, 
através de ©) e © determinam-se v e w. Ou, então, determina-se primeiro w 
procedendo-se da seguinte forma. Multiplicando-se os dois membros de (5) pela 

E 2 E = 
matriz A - À I, vem (A - à D w= (A-A Dv =u. 


Daí, como u deve ser autovetor, devemos ter 


(A-ADv=u 


(9) 


(A — AD” w=0 


[md] 


Então, determina-se w satisfazendo (7) e (8) e, através das relações (5) e (6), 
determinam-se v e u. 
O 7.° caso ocorrerá quando o sistema 


® AA w + O. 


for equivalente a 


ail =À ai? G|3 m O 
az] dz =À] da3 n |= (0) 
a3] azz a33 =À] P O 


onde 


fam+bn+cp=0 
lam+bn+op=o0, 


EXEMPLO 1. Resolva 


Solução 


y=-y o y=he” 
Z=- © z= ke" 
A solução geral é 
x | 0 0 
y = kj (0) e€ +k, l ei Ole”. 
Z (0) 0 l B 


EXEMPLO 2. Resolva 


[a 
p= 2x—3y-4z 


y+2z 


=—2x + 3y + 5z. 


2 -3-AàA —4 |=0 & X3-0?-—-A+2=0. 


Solução 
—À l 2 
-2 3 5-A 
Os autovalores são: À = -1,h,=1 e À 


associados a À, ==. 


é equivalente a (À = —1) 


3 


= 2. Determinemos os autovetores 


| m +n+2p=0 
2m— 2n— 4p=0 
| nd AS O: 


Este é equivalente a 


| m+n+2p=0 
—4n — 8p =0 
| 5n + 10p = 0. 


Assim, o sistema acima é equivalente a 


[{m+n+2p=0 


| n+2p=0. 
Daí, n = -2p e m = 0. Os autovetores associados a À = -1 são: 
m 0 0 
nil=|-2p|l=p|-2| p+0 


O autovalor À = —1 fornece então a solução 


Fica a seu cargo verificar que 


= ON 
o 
N 


são autovetores associados, respectivamente, aos autovalores À, = 1 e À, = 2. A 


x 0 2 —3 
solução geral é então | y |= k | -2 |e™ +k, |0[d +k| 2 le”. 
Z l l —4 E 


Se A admite autovalores complexos, o procedimento é similar ao da seção 
anterior. Veja exemplo abaixo. 


EXEMPLO 3. Resolva 


| t=-x+2y- 4 


ip=x— y+ dz 


Z=x—y+3 
Solução 
a 2 —4 
Lo -1I-A 4ļ|=0 & (A-I (A? +1)=0. 
| =l SA 
Os autovalores são: À = 1, A, = ie A, = i. Fica a seu cargo verificar que 
0 E, | 


são autovetores associados, respectivamente, a À = 1 e À, = i. Temos 


= | —2 cos t —=2 sen t 
l — i | e = | cos t + sen t | + i | sen t — cos t |. Verifique.) 
| cos t sen t 


A solução geral é 


ba 0 —2 cos t —2 sen t 
yl=k|2|ed + k |cos t+ sen t |+ k, |sen t — cos t |. 
Z l cos t sen t 


Só para conferir, verifique que o wronskiano das três soluções que entram na 
solução geral acima é diferente de zero, em t = 0. 


E 
EXEMPLO 4. Resolva 
| x=-x +2y+2z 
y =—2x +3y + 2z 
z=-—-x + y+2z. 
Solução 
mi 2 2 
-2 3-A 2 |=0 & A-DA(A-2)=0. 


a | 2 


À 


Os autovalores são: À = 2 e À 
o; 


» = À, = 1. Um autovetor associado a À, = 2 é 


2|. (Verifique.) 
| 


Vamos, agora, determinar autovetores associados a À, = 1. 


é equivalente a (À, = 1) 


-m + n + p = Q. (Confira.) 


Daí, os autovetores associados a À, = 1 são 


p p 0 


são autovetores linearmente independentes associados a À, = 1. A solução geral é 


x 2 l l 
y|=k |2|e” +k, |1|e' +k|0 |e. 
0 tu a 


e 


a 
— 


EXEMPLO 5. Resolva 


| = —y+ 2z 
y= rty P 
g= =y 


Solução 


e a 2 ; 
| |=0 & (à-—2Xà4 -2A +1)=0. 


l 
Os autovalores são: À, =2e À, = À, = 1. Um autovetor associado a À, =2 6/0. 
l 


(Verifique.) Determinemos, então, os autovetores associados a À, = 1. 


é equivalente a 


[=m>—n+2p=0 
|—m +p=0. 
Resolvendo nas incógnitas m e n, obtemos m = p e n = p. Os autovetores 
m p l 


associados a À, = 1 são| n |=|p|=p|1|. p#0. 


p p i 


Assim, o autovalor À, = 1 fornece a solução 


1] 


llet. 
| 


Este autovalor fornece outra solução da forma 


| ma | | 
dn] + tjl æ, 
[él + hi 


onde o 1.º vetor é uma solução de 


Este sistema é equivalente a (À, = 1) 


[-n—a+2p=] 
l-m +p=1. 


Tomando p = 1, teremos m = 0 e n = 1. A solução geral é 


x [1] [1] il 

y|=k|0|e” +k |1| +k 

z | du | 
EXEMPLO 6. Resolva 


iii A 
p=-2x+2y+:2 


¿ =—2x + y + 2z. 


Solução 


=0 & A-1} =0. 


—2 l 2—À 


Os autovalores são: A = As = À, = 1. Determinemos os autovetores associados 
À, =. 


é equivalente à única equação 


í ©) 


-2m+n+p=0. 


© 


Então, os autovetores de À, são 


O 
gue df A 
| 


m m 
n|i=|2m-p|=m 
P P 


> tom 


com m e p não simultaneamente nulos. Temos, então, as soluções 


Como vimos (6.º caso), há outra solução da forma [w + tw] es, onde 
(9) (A — AD? w=0 


(A-ADw*0. 


Devemos então determinar w que satisfaça a 1.º equação acima e que não seja 
autovetor de À. Primeiro, calculemos (A = A T): 


(A — AD? -|- 


NNN 
pb pb pab 
pb pd pab 
EF 
NNN 
p ji jat 
p pi pet 


e, portanto, 


o 0 
O 0) (Confira.) 
0 0 


|m 


Segue que, quaisquer que sejam os reais m, n e p, w = f satisfaz (10). Agora, é 
p 

só escolher m, n e p de modo que w não satisfaça (7), ou seja, de modo que w não 

seja autovetor. Basta, então, escolher m, n e p que não satisfaça (9). A escolha m 


O ad 1O 
=0,n=0ep=1 resolve o problema. Logo, w=|0| e w=|-2 1 1||0|= 
| 2 


A solução geral é 


x l 0 ffo |] 
y|=k,|2 e! +k |-1 e! +k, 9/0|+t]1 rel. 
Paaa t 
| | 


| é autovetor de À, = 1 e é linearmente independente com 2| a solução 
| 0 


geral pode, também, ser dada na forma 
X 


pekli 
=k |2|e +k, |1| +k 4]0|+t|l pe. 
z 0 (ui) (il) a 


y 
EXEMPLO 7. Resolva 


Como 


| E =25 
s%ý=-x+y+z 
| ¿= 4x — 3y + 3z. 


Solução 


=0 & (A-1 =0. 


me RR A 


Os autovalores são: À, = À, = À, = 1. Determinemos os autovetores associados a 
À, =. 


é equivalente a 


| —Im+n 
4 =m +p 


Este é equivalente a 


| n—2p=0 
+—-m+p =0 
|-3n +6p =0 


Segue que o nosso sistema é equivalente a 


[| n—-2p=0 
[mtp =0 
m p l 
Daí, m = p e n = 2p e os autovetores de À =1são/n|=|2p|=p|2|. p +0. 
l 


P Pp 


| 


Estamos, então, no 7.º caso. Tomando u=|2|, vamos determinar v e w 


l 
satisfazendo as condições (A - à I) v = u 


(A-ADw=u. 


que é equivalente a 


Í n—2p=-3 Mie da 
I-m+p=2. (Verifique.) 
-2 
Tomando-se p = 0, resultam m = -2 e n = -3. Com v = | —3 | determinemos w. 
0 


e E l O m —2 
Este w é uma solução qualquer do sistema | —1 l — Ài l n|=| -3| 
4 =3 DM || 


que é equivalente a 


Jn-2p=4 
|-m+p=—3. 
3 
Tomando-se p = 0, resultam m = 3 en = 4. Assim, w=|4|. A solução geral é 
0 


x | | —2 | l | 3 2 a | 
pl=kh|2/d+khb 4-3 F2 r Falt FE = FEE 2ye. 
ee e RA 


Sugerimos ao leitor determinar u,v e w pelo outro processo. 
Em algumas situações poderá ser mais rápido resolver o sistema diretamente. 


Vejamos alguns exemplos. 


EXEMPLO 8. Resolva 


Solução 


Das duas primeiras equações segue 


x=-x+2x ou x-2x+x=0. 


A solução geral desta equação é 
x= cje! + cate! (Confira.) 
Daí, 
y=x= ce + c(l + te. 


Da 3.º equação, obtemos 


A solução geral é, então, 


x 0 | | 0 | | 
=c,|0 e! + c] Ile! +c, il+titItel. 
Z | 0 0 0 | E 


EXEMPLO 9. Resolva 


mem, 
Jetta Gas 
Il 
a 

1 


Solução 


Assim, 


A equação característica desta equação é 
A -3A +3A-1=0. 


Como À*- 3A% + 3A - 1 = (à 1), resulta que as três raízes são iguais: À, = À, = 


A, = 1. A solução da equação acima é x = ce! + cate! + ate 


Temos, então, 


p= X = cje! + co(l + tje! + ca(2t + t? jef 


A solução geral do sistema dado é 


x l 0 l | To 0 l 
yi=alilf+odil+rtlilbe+e+40|+t|]2 +1? Ile 
db oh) lol] lil 
Fazendo-se cœ = 2k, œ = 2k e cœ = k, resulta 
x 2 | 0 2 | | 0 0T ,2 [2 | 
y|=k |2|] +k, 4|2|+t|2|p e +k 4|0|+t|2| += |2 |p e. 
z 2 [4 2 | | 2 4| 212 | a] 


Prova-se que o sistema (1) poderá ser transformado em um sistema com uma 


E =0 1X 
das formas abaixo: jY=  @nY 
|ż= &33Z 


ou 


X= Y 
Y=0,,X+a92Y 
|ż- aæz3Z 


ou 


ri y 
|Ż=a31X+anY +0332. 


(A prova é um belo exercício que fica para o leitor!) Todo sistema de equações 
diferenciais lineares de 1.º ordem, com coeficientes constantes, pode ser 
transformado em um outro equivalente que conta tudo sobre o sistema: é o 
sistema na forma canônica de Jordan. Para uma demonstração bastante 
elementar da forma canônica de Jordan, veja referência bibliográfica 20. 


Exercícios 12.4 


1. Resolva 


a)4y= x—2y+z A 
E = x+ty-2z =x+y+3z 
E V=Z E nero 
o)sy= —y+ 3z d)jy= x+ty—z 
pa x — 2y + 3z l= y+z 
|x = -2x — 2y + 3z a 
e) 3 ý = —3x — y + 3z f) 4y =—4x — 4y + 4z 
¿= —4x — 2y + 5z E 
| x= 5x E q 
fis - pd 3=1-2 
z= =3y tá "z= y 
w= Z—2u 


2. O movimento de uma partícula no espaço é regido pela equação 


Desenhe a trajetória da partícula sabendo que no instante t = O ela se 
encontra na posição (1, 0, 1). 


Considere o sistema 


ž = —6x + 2y + 3z 


t= -—7x + 3y + 3% 


z= rF k 


Seja x = x (t), y = y (t) e z = z (t) a solução que satisfaz as condições 
iniciais x (0) = x, y (0) y e z (0) = z. Mostre que 


0 


a) x0 = y0 = z0 > lim (x(t), y(t), z(t)) = (0,0,0) 
t => +% 
b) se (x0. y0: z0) € (la a a)la e R}, então lim Gt), y(t), ZM = +%. 
t => + 


O movimento de uma partícula no espaço é regido pelo sistema 


| x= —y 
1) =x 
Es xy FZ 


Seja (x (t), y (©, z (t)) a posição da partícula no instante t. Mostre que, se 
z(0) = -x (0), então o movimento é periódico. 

Suponha que três tanques A, B e C contendo, cada um, uma solução de 
água e sal estão interligados de modo que do tanque A escoe solução para 
os tanques B e C, do B escoe solução para A e C e de C escoe solução 


para A e B. Sejam x (t), y (t) e z (t) as quantidades (em kg) de sal nos 
(x=-Ix+ty+: 
tanques A, Be C, respectivamente. Sabendo que | y 


= x—2y+z 
= x+y-2z 


e que x (0) = 2, y (0) = 5 e z (0) = 8, calcule , lim (x(t), y(®, Z(t)). 


t > + 


Interprete. 


6. Seja W (t) t E R, o wronskiano de três soluções do sistema (1): 
Xp tt) Xo (t) X(t) 


Wat) =| (1) yat) va(t) 


Z tt) Za (t) Za (1) 


mostre que 


b) W = (aji + an + a33) W 


` s eha ( + ds, + = 
c) W(t) = W(0) eu "Im Ee tER. 


(Observação. Este resultado é o teorema de Abel-Liouville para sistemas 
7. com três equações. Generalize.) Estabeleça um método prático para se 

determinar a solução geral de um sistema com quatro equações 

diferenciais lineares, de 1.º ordem, homogêneas e com coeficientes 

constantes. 

(Observação: Quando À = À, = À, = À, poderá ocorrer solução do tipo 


É É A 
a ido a a a Tr. e Ji 


12.5. SISTEMAS NÃO HOMOGÊNEOS: 
DETERMINAÇÃO DE SOLUÇÃO PARTICULAR 
PELO MÉTODO DAS VARIAÇÕES DAS 
CONSTANTES 


Nesta seção, vamos estabelecer um método para resolver um sistema com 
duas equações diferenciais lineares, de 1.º ordem, com coeficientes constantes e 
não homogêneas. Tal método se estende sem nenhuma mudança a sistemas com 
três ou mais equações. 


Consideremos o sistema não homogêneo 


jJx=ax+asy+ f(t) 
| = adaj ¥ + aaay + g(t), 


(=) 


onde f(t) e g(t) sào duas funções dadas, definidas e contínuas num mesmo 
intervalo I. Deixamos a seu cargo verificar que a solução geral de (1) é 


HE Bi Er $ Yp) i 


onde 


x x(t) X, (t) 
A at | $ 2 
é a solução geral da homogênea associada 


] X= ax +aj)y 
|y = anx + azy 


x (t . l o 
e k é 5 l uma solução particular de (1). 
v p p 


Determinar a solução geral da homogênea associada já sabemos. Vamos, 
agora, aprender a determinar uma solução particular pelo método das variações 
das constantes ou de Lagrange. 


Sejam, então, 


x(t) Halk) 
e| 2 


duas soluções do sistema homogêneo associado (2) e tais que, para todo t real, 


Wit) = x(t) xo(t) 


yı) volt) 70. 


Como o determinante acima é diferente de zero, para todo t real, a matriz 


x(t) x(t) 

yi) Vat) 
é inversível. Uma tal matriz denomina-se uma matriz fundamental para o 
sistema (2). Provaremos, no final da seção, o seguinte resultado. 


Uma solução particular de (1) é dada por 


x x(t) 
s a); 
Yp y) 


onde as funções cç (t) e (t) são dadas por 


a | . 
GU) | fa a) ft) 
E ] y(t) ya (t) g(t) dt. 


EXEMPLO 1. Resolva 


= gmi 
ly=2x+y+e. 


Solução 


MA l=elllot4.p (1,2% 
alo lotto da] 


é a solução geral do sistema homogêneo associado. (Verifique.) Uma solução 


bn st s2t 
particular é dada por | q = cy(t) [| +c, (t) | yA 


onde c (t) e c,(t) são dadas por 


—1 
c(t) T et e2?! £ 


Temos 
t tT! l 902 2t 
e eo = 2 —t| Ze” —ef 
5 t A 3 € F t e t | 
Daí, 
—e' euT'Tr ca SEE dl 2te! —e%t 
—e! 2e2! et 3 e72! et et 3 te Ut +e J 
Segue que 
qt)=> (Zte a ) dt = — (2te a ) 
3 3 2 
e 
ail —2t —t wa 4 —t L 9»—2t —2t 
O (te 1 +e T a +e *+e 4). (Confira.) 
Assim, 


2t—3— 2e! 

X De a 
p 4 

= SRS — e! 


y 
“P 9 


- 


A solução geral é 


EXEMPLO 2. Resolva 


x-3x+2x=te. 


Solução 


Vamos transformar em um sistema. 


fi 
|y 


é 
—2x +3y+ tet. 


A solução geral do sistema homogêneo associado é 


X l l ” 
H = N e +k [2] e“. (Confira.) 


Uma solução particular é dada por 


É t 2t 
Pp Laha e = g7 
H TA H SN [da] 


onde c(t) e c,(t) são dadas por 


= 
a(o] fe el 07 
E i] e 2e% te! o: 


Temos 


Segue que 


% 


f 
c(t) = |) dt = m 


e 
Colt) = ] te! dt=-te! e 
Daí, 
> 
| à A e! — te! — et 
p 
5 
e! —2te! — 2e!. 
Portanto, 


5 t 
x= kje' + k,e“! e 


e! —tel — el. 


EXEMPLO 3. Determine a solução geral de 


[x=x—2y+sent — cost 


ly=3x—-4y+4sent—2 cos t 


e faça um esboço das trajetórias das soluções para t > + 00 


Solução 


A solução do sistema homogêneo associado é 


x E = 2| -2 
N = k H et + k, 3] eA, (Confira.) 
E l E 


Uma solução particular é dada por 


onde 
r» —t —9t | 
c(t) = [ e 2e + sent—cost j 
Colt) at apit 4 sen t — 2 cos t |“ 
Temos 
t 9,—2t l —2t 9 t t ^ t 
e 2e + pe Ro BU Je = Le 
et 3 —e™ et —e“ e“ 
Segue que 
q(t) = jt-s e'sent+e! cos t] dt =—2 e sent+3e! cost 
e 
i 2t 2t : m 2t 
ca (t) = | [3 e4 sen t — e4! cos t] dt = e4! sen t — e4 cost. (Confira.) 
Assim, 


é uma solução particular. A solução geral do sistema dado é 


Eos S e e AS eaa eost 
palile +s] + enr) 


(45) 
Naa 


Observe que 


fx — cost = kje™ +2k,e” 2! 
|y -sent =kje™ + 3kye 2! 


Daí, para toda solução 


[x = x(t) 


T 
Il 


y(t) 
do sistema, tem-se 


lim (x(t) — cos t, y(t) — sen t) = (0, 0), 
t > +» 


o que significa que, quando t > + œ, o ponto (x (t), y (t)) vai aproximando-se 
cada vez mais da imagem da solução particular (cos t, sen t). 
Em virtude de im (a» Ya) = (0, 0), à parte 


ajl 


\ (9 
et +k, | 3 


et 


da solução (3) denomina-se transiente. Neste caso, é comum referir-se a 


fx p T cost 
| Yp = sent 


como a solução de estado permanente. 


Para finalizar a seção, vamos provar o método das variações das constantes 


ou de Lagrange. Para facilitar as coisas, escreveremos o sistema (1) na forma 
(4) x = Ax + F(t), 


onde 


Sejam 


paMga O 

A aA “2 iyt) 
duas soluções do sistema homogêneo associado com wronskiano diferente de 
zero em t = O. Assim, (5) X] = Áx]; e X? = Axo. 


Vamos, então, procurar uma solução particular de (4) da forma 
x x(t) x(t) 

ERI l PA | O 

PARTIR a020] 


onde c, (t) e c, (t) são duas funções a valores reais a serem determinadas. 


(0) 


Podemos escrever (6) na forma 
(7) xp = c(t) x1(1) + co(t) xo(1). 
Temos 


= & (t) x1 (H) + c (H x (1) + co (H) xo (1) + co (t) X2 (t). 


@ 
P 
ts 


Substituindo ®© e (8 em (4 e tendo em vista (5), resulta 
ct) xil + co) x (1) = F(t). (Confira.) 


Esta expressão é equivalente a 


AO (Of eo | Tra) 
MORAO Led! 
como se verifica facilmente. Segue daí que 
aO (O OT ro] y 
c, (t) ] AO yA) lw” 


que é o que queríamos provar. 
De forma inteiramente análoga prova-se que, sendo 


x(t) Xa (t) X, (t) 
yi) y2) | e |y) 
z(t) Za (t) Za lt) 


três soluções do sistema homogêneo associado a 


x= ajx + any +a + f(t) 
y = aX + aay + G3Z + g(t) 
| =x +a35y + a33z + h(t) 


(o) 


e com wronskiano diferente de zero, em t 0, então uma solução particular de (9) é 


Xp x(t) x, (t) xa(t) 
dada por | yp |= c1) | yy() |+ cat) | y2) [+ 30) | y3) | 
Zp z(t) Za (t) Z3(t) 
onde 
» a a =] m 
co(t)|= | y) y6) y(t) g(t) | dt. 
calt) z(t) Za (t) Z3 (t) h(t) 
Generalize. 


EXEMPLO 4. Considere a equação diferencial linear, não homogênea, com 


coeficientes constantes e de 3 ordem 
D Y+ aï + ax +ax= f(t) 


e sejam x = x, (t), x = x, (t) e x = x, (t), t E R, três soluções da homogênea 
x(t) x(t) x3(t) 

associada e com wronskiano W() =| x4 x2(t) iÐ) 0 
X(t) Xa (t) Xa(t) 


para todo t. Mostre que 
X =C (Dx, (t) + c, (Dx, (t) + c, (Dx, (t) é uma solução particular da equação 


dada, onde c (t), c(t) e c.(t) são dadas por 


—] 
x(t) X(t) X(t) O 


c(t) A 
c(t) |= | AO xat) x(t) 0O jdt. 
c(t) x(t) Xo(t) X(t) ft) 


Solução 


Fazendo = y, X=y=ze,portanto, X = 7, nossa equação é equivalente ao 


x= y 
sistema não homogêneo D | y= 4 
¿=—a3x —az)y—a]z +f t). 


Sendo x = x, (t), x = x, (t) e x = x, (t) soluções da equação homogênea associada 
xt) | aO] 3A) 

(0), então X,(?) ; Xo(1) e Xa(1) 
x(t) X(t) Xz (t) 


são três soluções de com wronskiano diferente de zero. Sendo 


-1 
c(| =| a xt) xt) 0 |dr, 
c3 (t) AO Xt) X(t) ft) 


segue que 


x x(t) Xa (t) X(t) 
Yp |= (| XE) |+ ca (t) | X(t) | + c3 (t) | x3(t) 
z X) X(t) Xa(t) 


é uma solução particular de (7) e, portanto, 
e c (t) x (t) + c(t) xt) + c(t) x.(t) é uma solução particular de (0. 
E 


Exercícios 12.5 


1. Determine uma solução particular 


E . 
[t=-y+2 é Psi 
a) 4. b) « 4 
| vy=x+1 | =x+y— 3e“ 
[= [x = —2y 
c)4. d) < 
ly=x—2 y = —x + 3 cos t 


2. Determine a solução geral de cada um dos sistemas do exercício anterior. 


3. Considere o sistema 


[x =—3x — 2y + 6 cos t 

| y=x— cost 
Faça um esboço das trajetórias das soluções para t > 0 suficientemente 
grande. Interprete. 


4. Faça um esboço das trajetórias das soluções para t > 0 suficientemente 
grande. 


II 
4 
= 
fo 
p 


d) | 


Xx=— 


1 


EFTER 
y+1 


| x = —x + cos t —sen t 


y + cos f + sen t 
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EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 
LINEARES DE 2.º ORDEM, COM 
COEFICIENTES VARIÁVEIS 


13.1. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS LINEARES DE 2.º 
ORDEM, COM COEFICIENTES VARIÁVEIS E 
HOMOGÊNEAS 


Sejam a (x), b (x) e c (x) funções dadas, definidas e contínuas num mesmo 
intervalo I. Uma equação diferencial linear de 2.º ordem, homogênea, com 
coeficientes variáveis é uma equação do tipo a (x) y" + b(xW)y'+c(x)y=0. 

As funções a (x), b (x) e c (x) são denominadas coeficientes da equação. Se tais 
funções forem constantes, a equação acima será, então, uma equação diferencial 
linear de 2.º ordem, homogênea, com coeficientes constantes, já estudadas 
anteriormente. No que segue, suporemos a (x) O em I; deste modo a equação 


acima poderá ser colocada na forma 
© yY +pæ)y +al)y=0. 


As equações y” + xy' + y = 0 e y" = ey = 0 são exemplos de equações 
diferenciais lineares de 2.º ordem, homogêneas, com coeficientes variáveis. Por 
outro lado, a equação y" = yy' é de 2.º ordem, mas não linear. 


Sejam y = f (x) e y = g (x), x E€ I, duas soluções de (1). Deixamos a seu cargo 
verificar que a função dada por (2) v=Af(x) + Bg (x) 


será, também, solução de (1), quaisquer que forem os reais A e B dados. Isto 
significa que qualquer combinação linear de duas soluções de (1) é, também, 
solução de (1). Provaremos mais adiante que se f e g satisfizerem determinadas 
condições, então (2) será a solução geral de (1), isto é, a família de soluções (2) 
conterá todas as soluções de (1). 

A seguir, vamos resolver (1) no caso em que a função q (x) seja 
identicamente nula em I. Neste caso, a equação 1) se reduza y" = p (x) y'= 0. 


Fazendo y' = u, a equação se transforma na linear de 1.º ordem 


u'+p(x)u=0, 


cuja solução geral é 


u= A fP 
onde | p(x) dx está representando uma particular primitiva de p (x). 
Segue que 


-Í píx)dx 
y = A e Jr 


daí 


y=A Í CIPA ns H 


EXEMPLO 1. Resolva a equação 


l =» ' 
V+—y=0,x>0. 
f X 


Solução 


Façamos y' = u, onde u = u (x). Segue que 


: l 
u +—u=0, x>0, 
X 
cuja solução geral é 
[Lax 
u = A e x 
Como 
— ft dx i l 
e X =e In x =—. 
X 
resulta 
des A 
u = — 
b 
e, portanto, 
r A 
V=—, 
z X 


A solução geral da equação dada é, então, 


y=Alnx+B. 
(Se tivéssemos feito a restrição x < 0, a solução geral seria 
y=Aln(-x)+ B. 


Vamos agora enunciar, sem demonstração, o seguinte importante teorema. 
(Para demonstração, veja referências bibliográficas 26 e 29.) 


Teorema (de existência e unicidade para equação do tipo y" = p (x) y'+ q 


(x) y = 0). Sejam p (x) e q (x) definidas e contínuas no intervalo I. Sejam x, Y, € 
y, números reais quaisquer dados, com x, € I. Nestas condições, a equação y" = 


p x)y'+q(x)y=0 


admite uma solução y = y (x) definida em 1 e satisfazendo as condições iniciais y 
Xo) =V O) =) 


Além disso, se y = q (x) for outra solução definida num intervalo J, com x, E€ J 
C I, e satisfazendo as mesmas condições iniciais q (x,)) = y, € Q' (x) =Y, então 


o (x) =y (x) 
para todo x E€ J. 


EXEMPLO 2. Considere a equação 


y”+p(x)y'+q(x)y=0 


com p e q contínuas no intervalo I. Seja y = f (x), x E I, uma solução desta 
equação satisfazendo as condições iniciais f(x,)) = 0 e f (x) = 0 


para algum x, € I. Prove que, para todo x E I, f(x) = 0. 
Solução 


A função constante g (x) = 0, x E€ I, é solução da equação e satisfaz as 
condições iniciais g (x,) = 0 e g' (x,) = 0. 


Segue do teorema anterior que, para todo x € I, f(x) = g (x), ou seja, f (x) = 0 em 
T. 


Exercícios 13.1 


1. Resolva. 
N , T T 
a)y t(tg z)y =0, — xs 
2 2 
N 1 T “ad al T 
b) y” — (sec x)y' = 0, — — < x < — 
2 2 
) T- ' p 
olal =D Fy SWS] 
> n 
d) (1 + x“)y" + 2xy'=0 
I= 2 
e) y" +5— y =0,0<x<1 


2. Determine a solução da equação 


(1+x°) y" +2xy'=0 


que satisfaz as condições iniciais y (0) = 1 e y' (0) = 1. 
3. Determine a solução da equação 


y" +5 y =0 
x E 


que satisfaz as condições iniciais y (2)=0ey'(2)=1. 


4. Uma partícula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo Ox sob a ação de 
uma força F que depende do tempo t e da velocidade v dada por 


Si p 
F (t, v) = 


i . Sabe-se que no instante t = O a partícula encontra-se na 


+t 


posição x = x, e, neste instante, sua velocidade é v = v, com v, * 0. 


Verifique que a partícula descreve um movimento uniformemente 
acelerado, com aceleração v, 


Sejam y = f (x) e y = g (x), x E I, soluções da equação y" + p (x) y'+ q (x) y 
= 0, onde p e q são supostas contínuas em I. Suponha que f' (x) = g' (x,) = 
0 e g (x) é O para algum x, € I. Prove que existe um real «a tal que, para 
todo x €E I, f (x) = a g (x). 


(Sugestão: Tome a tal que f (x,) = a g (x,). Aplique o Exemplo 2 à solução 
. h (x) = f (x) — a g (x).) Suponha que y = q (x), x E I, seja uma solução da 


equação do exercício anterior. Sejam x, e x, no intervalo I tais que q (x,) £ 
0 eq (x) = 0. Prove que (x ) 4 0. 


. Considere a equação 


y"—-(x2+1)y=0. 


Seja y = f (x), x E R, uma solução. Suponha que existam números reais x, e 
x, tais que f (x,) = 0 e f (x,) Z 0. Prove que x, é ponto de inflexão. 


. Considere a equação 


| 
y tx + — y=0 0<x<il. 
ae ` 


Uma função y = f (x), O < x < 1, cujo gráfico tenha o aspecto abaixo, pode 
ser solução? Por quê? 


9. 


10. 


Considere a equação 


(1) y +plxy +qą(x)y=0, 


onde p e q são supostas definidas e contínuas no intervalo I. 


a) Os gráficos de duas soluções distintas podem interceptar-se? Dê 
exemplos. 

b) Sejam y = f (x) e y = g (x), x € I, duas soluções distintas de ©. 
Suponha que os gráficos de f e g interceptem-se num ponto de abscissa 
x» Neste ponto, os gráficos de f e g podem admitir a mesma reta 
tangente? Por quê? 


Suponha que y = f (x), x E€ I, seja uma solução, diferente da solução nula, 
da equação y" + q (x) y = 0, 


onde q (x) é suposta contínua em T e, para todo x € I, q (x) < O. Prove que f 
(x) poderá anularse no máximo uma vez no intervalo T. 


11. y = sen x, x € R, pode ser solução de alguma equação do tipo y” +q (x) y = 


12. 


0, 


onde q (x) é suposta contínua e estritamente menor que zero em R? Por 
quê? (Sugestão: Veja Exercício 10.) Seja y = f (x), x E€ I, uma solução da 
equação y" + p (x) y' + q (x) y = 0, onde p (x) e q (x) são supostas 
contínuas no intervalo I. Prove que se f (x) se anular um número infinito 


de vezes num intervalo [a, b] contido em I, então f será identicamente nula 

em I. (Sugestão: Verifique que existe x, em [a, b] tal que f(x,) = f (x,) = 0. 

Para obter x, construa uma sequência [a, b],n > 1, de intervalos 

satisfazendo a propriedade dos intervalos encaixantes (veja Vol. 1) e tal 
13. que, para todo n, existem s et em [a,b], com f(s)=0ef(t)=0)A 
E sen E sex #0 


função R > R dada por f (x) =: E 
O sex=0 


pode ser solução de alguma equação do tipo 


y”+p(x)y'+q(x)y=0 


14. com p e q contínuas em R? Por quê? (Sugestão: Veja Exercício 12.) Existe 
equação do tipo y” + p (x) y' + q (x) y = 0, com p e q contínuas em R, que 
admita y x”, x E R, como solução? Explique. 


15. Determine uma equação do tipo y" + p (x) y' + q (x) y = O que admita y = 


2 l z 
x, X> 0 e y= —, x> 0, como soluções. 
X 


13.2. WRONSKIANO. FÓRMULA DE ABEL-LIOUVILLE 


Sejam f e g duas funções quaisquer, a valores reais, definidas e deriváveis no 


intervalo I. A função W: I > R dada por 


f(x) g(x) 


W (x) = = f (x) g' (x)— f(x) g (x) 


F) gx) 


denomina-se wronskiano de f e g. 
Consideremos a equação linear de 2.º ordem, homogênea e de coeficientes 
variáveis 


[e 


y +pŒ)y +qx)y=0, 
onde p e q são supostas definidas e contínuas no intervalo I. O próximo teorema 
nos diz que se f (x) e g (x), x € I forem soluções de (1), então o wronskiano de fe 


g será solução da equação linear de 1.º ordem W' + p(x) W = 0. 


Como consequência, existirá uma constante c tal que o wronskiano de fe g será 


dado Por| W=c | p (x)dx 


onde f p (x) dx está indicando uma particular primitiva de p. A fórmula acima é 
conhecida como fórmula de Abel-Liouville. 


Teorema. Sejam f (x) e g (x), x E€ I, duas soluções de 4). Então o 


wronskiano de fe g é solução da equação W' + p (x) W= 0. 


Demonstração 
Precisamos provar que, para todo x € I, 
W' (x) + p (x) W (x) = 0. 


Temos: 


W' (x) = [F œ g'(x) = f œ) g CI, ou seja, 


WO) = fl) g" 0) — f” (x) ga). (Verifique.) 


(19) 


Como fe g são soluções de (1), para todo x E I, f" (x) = -pV f CO) — q (W f(x) e 


g" (x) =- p (x) g'(x) -q x) g (x). 


Substituindo em (2) e simplificando, resulta 
W (x) = = p Co) fF œ g9' (x) = f (x) g (x)], ou seja, 
W' (x) + p (x) W (x) = 0. 
E 


Como consequência deste teorema temos o seguinte importante 


Corolário. Sejam f e g como no teorema anterior e seja W o wronskiano 


de fe g. Nestas condições, se W (x,) Z O para algum x, € I, então, para 


todo x E€ I, W (x) ž 0. 


Demonstração 


PX 
Seja q (x) = ] p(t) dt, x E I, a primitiva de p que se anula em x = x, Pela 
Xn 


fórmula de Abel-Liouville, existe c tal que, para todo x € I, W (x) = ce "9. 
Como q(x,) = 0, segue c = W (x). Logo, W (x) = W (x) e. ar 


para todo x € I. Como, por hipótese, W (x,) £ 0, resulta, para todo x € I, W (x) # 
0. 


O corolário acima nos diz que se o wronskiano de duas soluções de 1 for 


diferente de zero para algum x, € I, então será diferente de zero para todo x € 
I. 


Exercícios 13.2 


1. Calcule o wronskiano das funções dadas. 


a E) 
abftix)=x eg(x)=x 
b)flw)=2eg(lxs)=—, x>0 
x 
c) f (x) = sen x e g (x) = cos x 


2. Sejam f(x) =senxeg(x)=1. 


a) Calcule o wronskiano de fe g 

b) Seja W = W (x) o wronskiano de fe g. Para todo x E€ R, W (x) Z 0? 

c) Existe equação do tipo y” + p (x) y' + q (x) y = 0, com p e q contínuas 
em R, que admita f e g como soluções? Explique. 


T T ; 
—, eg (x)= 1, -— < x< 
9 


ro |a 


E T p P 
3. Sejam f&)=senx, -> <x < - Determine uma 


equação do tipo y" + p (x) y' +q (x)y=0 


» 


. que admita f e g como soluções. 


z mT 
com p e q continuas em H 


T 
9 


4. Suponha que y = f (x) e y g (x), x E I, sejam soluções da equação y" + p (x) 
y' + q (x) y = 0, onde p e q são supostas contínuas em I. Suponha que o 
wronskiano de fe g não se anule em I. Sejam a b, com a e b no intervalo I, 
dois zeros consecutivos de g (x), isto é, g (a) = 0, g (b) = O e, para todo x 
em Ja, bl, g (x) O. Prove que existe c em Ja, b[ tal que f (c) = 0. 
Interprete. 


(Sugestão: W (x) = f (x) g' (x) — f (x) g (x); segue W (a) = f (a) g' (a) e W 


(b) = f (b) g' (b). Verifique que g' (a). g' (b) < O e conclua que f (a) e f (b) 
5. têm sinais contrários.) Sejam f e g duas funções definidas em e deriváveis 
até a 2.º ordem, cujos gráficos têm os seguintes aspectos. 


Existe equação do tipo 


y" +p (x) y'+ q (x) y = 0, com p e q contínuas em R, que admita ambas as 
funções f e g como soluções? Explique. (Sugestão: Veja Exercício 4.) 


13.3. FUNÇÕES LINEARMENTE INDEPENDENTES E 
FUNÇÕES LINEARMENTE DEPENDENTES 


Sejam f (x) e g (x), x € I, duas funções e sejam a e 8 dois números reais 
quaisquer. Dizemos que f e g são linearmente independentes se, e somente se, a 
seguinte condição estiver verificada: se, para todo x E I, of (x) + Pg (x) = 0, 


então a = B = 0. 


Dizemos que f e g são linearmente dependentes se não forem linearmente 
independentes. Dizer, então, que fe g são linearmente dependentes significa que 
existem números reais o e 8, com pelo menos um deles diferente de zero, tal que, 
para todo x E I, af (x) + Bg (x) = 0, 

| 


EXEMPLO 1. Verifique que as funções f(w)=7.x>0,eg(x)=-—, x>0, são 
X 


linearmente independentes. 


Solução 


Sejam a e 8 números reais quaisquer. Precisamos provar que se, para todo x 


> 0,01) ax? + B. 0, 
x 


então a = 0 e f = 0. Se, para todo x > 0, (1) se verifica, em particular, 1) se 


a+B=0 
verificará para x = 1 ex = 2. Assim, < das: g sü 
Daí, «= 0 e p = 0. (Verifique.) 
E 


EXEMPLO 2. Sejam f (x) e g (x) duas funções definidas no intervalo I, com g 
(x,) * O para algum x, € I. Prove que f e g serão linearmente dependentes se, e 
somente se, existir um número real k tal que, para todo x € I, f (x) = kg (x). 


Solução 


Suponhamos que f e g sejam linearmente dependentes. Segue que existem 
números reais œ e 8, com pelo menos um deles diferente de zero, tal que, para 
todo x E I, af (x) + Bg (x) = 0. 


Em particular, of (x,) + Bg (x,) = 0. Como estamos supondo g (x,) é 0, segue que 
sea = 0, então 8 = 0. Mas, a e p foram escolhidos de modo que pelo menos um 
deles seja diferente de zero; logo, teremos que ter necessariamente a * 0. Então, 
para todo x E I, f(x) = E g(x). 


B 


Basta tomar k = ——. Deixamos a seu cargo provar a recíproca. 
o 


Sejam f (x) e g (x) definidas e deriváveis no intervalo I. O próximo exemplo 
nos diz que se fe g forem linearmente dependentes, então o wronskiano de fe g 
será identicamente nulo em 1. 


EXEMPLO 3. Sejam f, g: I > R deriváveis no intervalo I. Prove que se fe g 


forem linearmente dependentes, então o wronskiano de f e g será identicamente 
nulo em 1. 


Solução 
Seja 


i F g(x) 
W(x) = | 


fo) gl) 
Se, para todo x € I, g (x) = 0, então 
f(x) O | 
WO) =|. =D 
ft) O 


para todo x € I. Suponhamos, então, que exista x, E I, com g (x,) é 0. Pelo 
exemplo anterior, existe um número real k tal que, para todo x €E I, f(x) = kg (x). 


Daí, para todo x € I, 


ke(x) g(x) 


W(x) = = (. 


kg'(x) g(x) 


Logo, o wronskiano de f e g é identicamente nulo em T. (Tal condição não é 
suficiente para f e g serem linearmente dependentes, como mostra o Exercício 2 
desta Seção.) m 

Sejam f, g: I > R. O próximo teorema nos diz que se f e g forem soluções da 
equação y" + p (x) y' + q (x) y = 0, com p e q contínuas em T, então f e g serão 
linearmente independentes se, e somente se, o wronskiano de f e g for diferente 


de zero em todo x E€ 1. 


Teorema. Sejam f, g: I > R duas soluções da equação y" + p (x) y' + 
q(x)y=0 


com p e q contínuas em I. Nestas condições, f e g serão linearmente 


independentes se, e somente se, o wronskiano de f e g for diferente de 


zero para todo x € I. 


Demonstração 
Seja 


e f(x) g(x) 
W(x) = | 


FT) pix) 


Vamos provar em primeiro lugar que se W (x) # 0, para todo x € I, então fe g 
serão linearmente independentes. Ora, se W (x) é O para todo x € I, pelo 
Exemplo 3, as funções f e g não serão linearmente dependentes. Logo, f e g serão 
linearmente independentes. Suponhamos, agora, que f e g sejam linearmente 
independentes e que, para algum x, E I, W (x,) = 0. Existirão, então, reais e R, 
com pelo menos um deles diferente de zero, tal que 
] af (x0) + Pe(xo) a (Por quê?) 
laf'(xo) + Bg'(xo) = 0. 
Segue que h (x) = af (x) + Bg (x), x E I, será uma solução da equação 
satisfazendo as condições iniciais h(x,) = 0 e h' (x) =0. 


Logo, h (x) = 0, para todo x € I. Assim, para todo x € I, af (x) + pg (x) = O 


com q e f não simultaneamente nulos, que está em contradição com o fato de f e 
g serem linearmente independentes. 


Exercícios 13.3 


1. Sejam fe g duas funções definidas em R e dadas por f (x) = sen x e g (x) = 
1. 


a) Verifique que f e g são linearmente independentes. 

b) Seja W = W (x), x E€ R, o wronskiano de f e g. Verifique que existe x, 
real tal que W (x,) = O. Este resultado está em contradição com o 
teorema desta seção? Explique. 


2. Sejam f(x) = x° e g (x) = | x |? duas funções definidas em R. 
a) Seja Wo wronskiano de fe g. Verifique que W (x) = 0, para todo x E€ R 


b) Prove que fe g são linearmente independentes. 
c) Existe equação do tipo y” + p (x) y' + q (x) y = 0, com p e q contínuas 
em R, que admita f e g como soluções? Explique. 


(Sugestão: Veja teorema desta seção.) 


3. Sejam f, g: I > R duas funções, com f e g deriváveis no intervalo I. Seja W 
= W (x), x E I, o wronskiano de f e g. Prove que se W (x,) é O para algum 
X, E I, então f e g serão linearmente independentes. 


4. Sejam f, g: I > R deriváveis no intervalo I. Provamos no Exemplo 2 que 
uma condição necessária para que f e g sejam linearmente dependentes é 
que o wronskiano de f e g seja identicamente nulo em I. Tal condição é 


suficiente? Explique. 
(Sugestão: Veja Exercício 2.) 


5. Seja f, g: I > R deriváveis até a 2.º ordem no intervalo I. Seja W = W (x), x 
€ I, o wronskiano de f e g. Suponha que f e g sejam linearmente 
independentes e que existam x ex em I tais que W (x,) = 0 e W (x,) # 0. 
Existe equação y" + p (x) y' + q (x) y = 0, com p e q contínuas em I, que 
admita f e g como soluções? Explique. 


6. Sejam f, g: I > R deriváveis até a 2.º ordem no intervalo I. Suponha que f” 
e g" sejam contínuas em I. Prove que se o wronskiano de f e g for diferente 
de zero em todo x € I, então existirá uma equação y" + p (x) y' + q (xX) y = 
0, com p e q contínuas em I, que admitirá f e g como soluções. Determine 
tal equação. 


7. As funções f e g dadas são linearmente dependentes ou linearmente 
independentes? Justifique. 


a) f(x)=senx,x E Reg (x)=cosx,xER 

b) feg são definidas em R e dadas por f(x) =x'eg ()=|x| 

c) fx% =lnx,x>0eg(x%)=lnx,x>0 

d) f,g:R > R dadas por f (x) = sen 3x e g (X) = 3 sen x cos? x — sen? x 
e) f=(x)x, x> 0eg(x)=lnx,x>0 


13.4. SOLUÇÃO GERAL DE UMA EQUAÇÃO 
DIFERENCIAL LINEAR DE 2.º ORDEM 
HOMOGÊNEA E DE COEFICIENTES VARIÁVEIS 


[o A 


Teorema. Sejam f, g: I > R soluções linearmente independentes da 
equação (1) W+pl)y +al)y=0, 


onde p e q são supostas contínuas no intervalo I. Então 


y = Af (x) + Bg (x) (A, BE R) é a solução geral de (1). 


Demonstração 


Já vimos que se fe g forem soluções, então 


] N) 


y= Af(x) + Bg (x) 


será, também, solução para quaisquer reais A e B. Vamos provar a seguir que 
qualquer solução de (1) é da forma (2). Seja y = h (x), x € I, solução de (1). Seja x, 
E€ I. Como fe g são soluções linearmente independentes de (1), pelo teorema da 
seção anterior, o wronskiano de f e g será diferente de zero em todo x € I, em 
particular, será diferente de zero para x = x. Segue que existem reais o e p tais 
[af (x0) + Pg (xo) = h (xo) 


k Rides (Por quê?) 
laf(xo) + Be'(xo) = h'(xo). 


que e 


Como h (x) e of (x) + g (x) são soluções de 1) que satisfazem as mesmas 
condições iniciais y (x,) = h (x) e y' (x) = h' (x,), resulta do teorema da Seção 
9.5 que, para todo x € I, 


h (x) = af (x) + Pg (x). 
E 


EXEMPLO 1. Sejam f e g definidas no intervalo ]1, +œ[ e dadas por f (x) = ee 


g &)=x. 


a) Determine uma equação y" + p (x) y' + q (x) y = O que admita f e g como 
soluções. 
b) Ache a solução geral da equação encontrada no item a. 


Solução 


a) Devemos determinar p e q de modo que, para todo x > 1, 
[F+ p w +w fa 
Lg" + p œ) g'(x) + q (x) g(x)=0 


ou seja, 
LTPF gaan 


lp œ + xq (x)= 0 


X 
Segue que p (x) = i e q (x) = „x> 1. A equação 


admite as funções dadas como soluções. 


b) Temos 


e x 


e¥ 1 


fx) gx) 
fo) gx) 


W(x) = | 


ou seja, 
W6)=e&(1->x). 
Logo, W (x) Z O para x > 1. As funções dadas são linearmente independentes. 


y = Ae* + Bx,x>1 


é a solução geral da equação do item a. 
E 


EXEMPLO 2. Determine a solução geral de y” + y = 0. 


Solução 


y = cos x e y = sen x são soluções. (Verifique.) 


cos X sen x 


W(x) = 


—sen Xx cos x 


Segue que as soluções acima são linearmente independentes. A solução geral é 


y=Acosx+ Bsenx, 
resultado este que já conhecemos há muito tempo! 
E 


EXEMPLO 3. Resolva a equação 
xy" +xy'-4y=0,x>0. 


Solução 


A forma da equação sugere-nos procurar solução da forma y = x“, x > 0. 


Temos y'= axa "ey" =a(a-Ixa *. 


Substituindo na equação e simplificando, obtemos 


o(a —1) xa + ax” — 4x" = 0, x > 0; daí 


a -4=0 


e, portanto, œ = + 2. As funções y = x? e y = x *,x> 0, são soluções. Como o 
wronskiano de tais soluções é diferente de zero para x > 0, segue que elas são 
linearmente independentes. A solução geral da equação dada é 


` B 
y= Ax? +, x>0. 
P 


Exercícios 13.4 


1. Identifique as equações lineares de 2.º ordem. 


a)y + (tgx) y +ey=0 b) y! +xtgy'+xy=0 
2 3 
c) y” + 3 sen y= 0 dy txy'+txy=0 
E) o E) p E 
e) x y" = yy’ Axy = (sen x) y + 2y,x>0 


2. Determine a solução geral 


axy" +y'=0,x>0 


3. Determine uma equação y” + p(x) y' + q(x) y = O que admita como 
soluções as funções y = x, x > 0 e y = xe, x > 0. Determine a solução geral 
da equação encontrada. 


4. Suponha que y = f (x) x €E I, seja solução da equação 
(5) Y+rpl)y +qx)y=0, 


onde p e q são supostas contínuas no intervalo I. Suponha que, para todo x 
€ I, f(x) £ 0. Prove que toda solução y = g (x), x € I, da equação linear de 


10. 


f(x) y 


f'(x) y 


1.º ordem -Í píx)dx 


= € 


é também solução de (5). (Na equação anterior, f p(x) dx está representando 
uma particular primitiva de p (x).) Considere a equação (x° In x) y” —- xy'y 
=0,x>1. 


a) Verifique que y = x, x > 0, é solução. 
b) Utilizando o exercício anterior, determine outras soluções. 
c) Determine a solução geral. 


Considere a equação y" — xy = 0. Determine a solução que satisfaz as 
condições iniciais y (0) = 1 e y' (0) = 0. 


+o 
(Sugestão: Procure solução da forma y= DZ apx”. Veja Exemplo 3 da 
n=0 


Seção 8.3.) Determine a solução geral da equação 


3 
E 


tra 


| 2 
SDJy —>xy +y=0,0<x<—, 
x T 


(Sugestão: Proceda como no Exercício 5.) 


Considere a equação x = tx. Seja x = x (f) t E R, a solução que satisfaz as 
condições iniciais ¥í l)= le ž (l) = 1. Prove que lim x(t) = +o. 


t> +> 


Determine a solução geral da equação x*y' — xy' + y = 0, x > 0. 


Esboce o gráfico da solução da equação do exercício anterior que satisfaz 
as condições iniciais y (1) = e * e y' (1) = 2e |. 


13.5. REDUÇÃO DE UMA EQUAÇÃO DIFERENCIAL 
LINEAR DE 2.º ORDEM, COM COEFICIENTES 
VARIÁVEIS, A UMA LINEAR DE 1.º ORDEM 


Seja a equação 


V+po)y +ql)y=0, 


| | 


onde p (x) e q (x) são supostas definidas e contínuas num mesmo intervalo I. 
Suponhamos que seja conhecida uma solução y = q, (x), x E I, de (1); 
suponhamos, ainda, que, para todo x E I, q, (x) #ž 0. A seguir, vamos utilizar a 
fórmula de Abel-Liouville para determinar outra solução y = q, (x), x E€ I, de (1) 
e linearmente independente com q. 

Conforme Exercício 4 da Seção 13.4, toda solução y = q, (x), x E I, da 


pi(x) y 


e a píx)dx 
ex) y 


equação 


é, também, solução de (1). (Observamos que f p(x) dx está indicando uma 
particular primitiva de p (x).) Evidentemente, py, e q, são linearmente 
independentes. Assim, a solução geral de Q) é y = k, q X) + k, ọ, (x). 


EXEMPLO 1. Determine a solução geral da equação 


2. 


xy” + 3xy'+y=0,x>0. 
Solução 
Vamos procurar solução do tipo y = x“. Temos 
y'=ox e y'= ala -1) x. 


Substituindo na equação e simplificando, obtemos 


Q+22+1=0 
e, portanto, œ = —1. Assim, 
y= L x>0 
X 


é uma solução da equação dada. 
Vamos, agora, utilizar a fórmula de Abel-Liouville para obtermos outra 


z Š an ac da A 
solução. A equação dada é equivalente a y + > y +— y=0. 
X . 


Temos 


© 


; = 3 ; ; 
Aqui, qy(x) = x le Hx) = >. A equação (2) é equivalente a 
q l l E quaç 


zel l 
à RES 
x xº 


que é uma equação linear de 1.º ordem cuja solução geral é 


ou seja, 
y= ko! +x!Inx. 
Fazendo k = 0, temos a outra solução 


p, (x)= x!Inx,x>0. 


A solução geral da equação dada é 
y=! (k +k lnx), x>0. 
EXEMPLO 2. Resolva 
xy" +y=0,x>0. 
Solução 


Vamos tentar uma solução dada por uma série de potências: 


Temos 


+o 
q ? 
y= E akk(k-1)x*7?. 
k=2 


Substituindo na equação, resulta 


+00 +20 
E kk-Dapxt-l+ E apt =0 
k=2 k=0 


e, portanto, 


+o +20 
E kk+Dapyxt+ra+ E apaf=0. 


k=1 k = 
Devemos ter, então, 


| ag 
|(k +1) k ak +1 + ak 


E ir- [A 


Daí 


Ap = — ap. k>l 
Rh ban 
ou seja, 
l 
ap =— ws 2 
e k 
Segue que 
MTE y a A oa k=1 
k[(k — 1)!]- 
(Confira.) Assim, tomando-se a = 1, 
ŞS k-1 l k 
w= 5 CDE: ——— x" 
a k [k — DIP 
é uma solução da equação dada. Como 
E lim —————— =0 


k= +» k(k+1) 


resulta que a série dada converge para todo x. (Só para treinar, sugerimos ao 
leitor verificar, por substituição direta na equação, que q (x) é realmente solução 
da equação dada.) Vamos, agora, procurar outra solução que seja linearmente 
independente com q. A pergunta que surge naturalmente é a seguinte: como 


deve ser a forma desta outra solução? Pela fórmula de Abel-Liouville, existe 
pilx) g(x) 


outra solução x) tal que |, 
S AS q gix) g(x) 


=1 (aqui p (x) = 0). 


Daí 
p CIP 0) — p'o x) = 1. 


Para x > 0 e próximo de zero temos 


e) | a 
go) ] e? o) 
e, portanto, 


l 
21x) = py (x) ] 5 dx. 
pi (x) 


Por outro lado, q” (x) deve ser da forma gf (x) = x? (1 — x + bx? + b,x? +...) 


| 


— l trto t... 
[= ba Fr Fo 


E razoável então esperar que 


] a dx = E EMTEC ia 
gix) x 


Multiplicando-se os dois membros por q (x), resulta 


| 
p2(x) = py(x) Inx — — o1 (x) + g1 (x) [c2x + ...]. 
X 


E razoável, então, tentar-se uma outra solução da forma 


+o 
p(x) = gix) lnx+ È apx 
k=0 


k, 


É o que faremos a seguir. Calculemos q”, (x) Temos 


sro Ee S +o 
p3 (x) = p1 (x) PE Bad si Ae Pi), E kik—1)aægxt?. 
X xe k=2 


Substituindo na equação e lembrando que q, é solução, resulta 
: +% To 
2i (x) — piz + X kk- agx! + X apxt =0. 
x k=2 k=0 


Daí 


Ta 2k—1 Re ga 
E CD-I —=—— rkl + E kk+Dasut+ag+ E apt =0 
k=1 k [(k — 1)! k=l k=1 


e, portanto, 


Lao + z que ads sz [k(k + Da +a] x% =0 
na =" KEDEP Cai RE 
Daí 
gF =l 
e 
> A 
DE +kk+Da-.1 ta; =0, kaL 
) E + DKE Jak +1 + ak 
Daí 
2k +1 Q; 
mei dose. Sol. 
GAS TRADE k+) 
ou seja, 
E = Sp A] Ap — 
o) =D ka 
- (k-—DIKIP (k- Dk 


Para k > 3, 


» 2k —3 æk-2 
ak -1 =(—1)47! — — E : 
(k — Dk — Di] (k—2)(k —1) 
Substituindo em (3), resulta 
2k — dk — 3 Gps 
2k | E Es k 2k 3 ' a ça . 
k(k — Dk — 2(k — D! k(k— D“(k — 2) 


ar = (— IJ E 
e (k — DIKP 


Fica a seu cargo concluir que, tomando-se « = 0, teremos para todo k > 2 


k | 2k — 1 2k —3 3 
ag = (CDE ——— |4 + — ++ . 
kik —1)!Ê | k(k—1) (k-IXk—2) 2:1 


Assim, 
k a 
o SR | ssj 


+o 
eax) = px) nx+ E (CD — 3 
k=2 k[(k — 1)! p=2 p(p—1) 


é outra solução da equação dada e linearmente independente com q. A solução 


geral da equação dada é y = k q, (x) + k, q, (x). 


(Observe que a série 


+o k é 
3 Em 3 2p>1 | k 
= kk — 1)!]4 p=2 p(p— 1) 


converge para todo x. Verifique.) 


O próximo exemplo mostra um outro modo de reduzir uma equação 
diferencial linear de 2.º ordem a uma de 1.º ordem quando se conhece uma 


solução. 


EXEMPLO 3. Suponha que y = q(x), x E€ I, seja uma solução de y” + p(x)y' +q 
0)y=0. 


Mostre que a mudança de variável 

y=ọ(x)u, u=u(x), 
reduz a equação dada a uma de 1.º ordem na função incógnita v = u' (x). 
Solução 


De y = q(x) u resultam 


y = ox) u + (x) u 


y” = (x) u + 2 ọ'(x) u' + ọ(x) u". 


Substituindo na equação dada e lembrando que q(x) é solução, resulta 


(x) u" + (p (x) PO) + 2 9 (x)) u' = 0. 


Fazendo v = u', obtemos 


o(x) v' + (p (x) (x) + 2 ọ'(x)) v = 0, que é uma equação diferencial linear de 1.º 
ordem. 


13.6. EQUAÇÃO DE EULER DE 2.º ORDEM 


Uma equação do tipo 
(E) 2 m , E n a 
NS, xy + bxy’ +cy=0, x>0 (oux< 0), 


onde b e c são constantes reais dadas, denomina-se equação de Euler. Como se 
trata de uma equação diferencial linear, homogênea e de 2.º ordem, a solução 
geral é a família das combinações lineares de duas soluções linearmente 
independentes. Vamos, então, procurar duas soluções linearmente 
independentes. O jeito da equação nos sugere tentar solução do tipo y = xº, 


onde t é um real ou complexo a determinar. Quando a é complexo, definimos 


a q DO 


Do Apêndice 1 do Vol. 2 resulta 


d s.. ii 
— (xº) = axe! (Confira.) 
dx 


Temos 
= q-—1 nm — a-2 
y-ox ey" =a(a-1)x ^. 


Substituindo em (E) e simplificando, obtemos 


“+(b-Da+tc=0, 


(=) 


que é uma equação polinomial do 2.° grau. Tal equação denomina-se equação 
indicial de (E). Sejam a, e a, as raízes de 1. 


1.º Caso. a eg, são reais e distintas. 


A solução geral de (E) é 


y= ka + kyxº2, 


2.º Caso. a =a, 


px) =x", 


é uma solução. Procedendo-se como no Exemplo 1 da seção anterior, obtém-se a 
solução 


p(x) =x", In x. 


A solução geral de (E) é 


y =x“ (kı +k Inx). 


Antes de passarmos ao 3.º caso, observamos que se y = q (x) + i q, (x) for 
solução de (E), então p (x) e q, (x) também serão. (Verifique.) 3.º Caso. a, e a, 
são complexas 

Seja 

a =a + ip. 
Assim, 
y= xe = Pe a a = x'e? Inx 
é solução. De 
iß in x 


e” "* = cos(f In x) + i sen(f In x) e da observação acima, resulta que 


q, (x) = xa cos (F In x) e 


P, (x) = Xa sen (F In x) são soluções. É de imediata verificação que são 
linearmente independentes. A solução geral é 


y =x" [ k, cos (f In x) + k, sen (£ In x)]. 


Para finalizar a seção, observamos que se z = g (u) for solução da equação 


diferencial linear de 2.º ordem, com coeficientes constantes e homogênea 
(2) 7+b- Dz +c=0, z=z (u), 


então y = g (In x), x > 0, será solução de (E). (Confira.) Observe que a equação 
característica de (3) exatamente a equação indicial de (E). 


13.7. EQUAÇÃO DIFERENCIAL LINEAR DE 2.º 
ORDEM E NÃO HOMOGÊNEA. MÉTODO DA 
VARIAÇÃO DAS CONSTANTES 


Consideremos a equação diferencial linear de 2.º ordem, não homogênea, de 
coeficientes variáveis, (1) yY +pæ@y +qal)y=r(), 


onde p (x), q (x) e r (x) são supostas definidas e contínuas num intervalo I. 
Deixamos a cargo do leitor provar que a solução geral de @) é y = y, + Yy 


onde y, é a solução geral da homogênea associada 
H Y +pæ@y +qa)y=0 
é y, uma solução particular de (1). 


EXEMPLO 1. Determine a solução geral da equação 


Solução 


A solução geral da homogênea associada 


(Dx 


= Ax? +B. (Verifique.) 


Vamos tentar uma solução particular do tipo y = mx“. Temos y' = max” tey" 
P P P 


= mafa — 1) x“ ?. 


Substituindo na equação, resulta 
m a (a — 1) xa ° - MAXa’ = 3x. 


Para a = 3 m = 1 temos uma identidade. Assim, y, = x* é uma soluçãon 


particular. A solução geral da equação dada é, então, 
y=Af +B+%. = 


Com procedimento análogo àquele da Seção 11.5 prova-se que a fórmula 
estabelecida naquela seção para as soluções de uma equação diferencial linear de 


2.º ordem, não homogênea, com coeficientes constantes, continua válida quando 
os coeficientes forem variáveis. Vamos destacá-la a seguir. 


Sejam f (x) e g (x), x € I, soluções linearmente independentes da 
equação homogênea y" + p (x) y' + q (x) y = 0. 


Então, as soluções da equação 
y" +p (xX) y' +q(x)y=r (x) são dadas pela fórmula 
i PAE i LELES, 
lx+ g(x) ] WO dx, 


g(x) r(x) 
:) 


y=) ] Wi 
X 


(19) 


onde W (x) é o wronskiano de f (x) e g (x). 


EXEMPLO 2. Determine a solução geral da equação 
xy +xy' -4y=xXInx,x>0. 


Solução 
à dra 


Para podermos utilizar a fórmula anterior, vamos trabalhar com a equação 


ER Ar + 
Tag 
x2 


dada na forma 
X 


A homogênea associada é 
+ xy' — 4y =0, 


que é equivalente a 
xy" 


cuja solução geral é 


, B 
Yh = Axº+-—s. 
x 


(Veja Exemplo 3 da seção anterior.) Sejam f (x) = X, g(x = g(x) = d er(x) =x 
X” 


l 
é a — In x 
In x. Pela fórmula ©, , -y2 l E. E | x) In x Fa 
“P Wa x) Ww 
Como 
2 .—2 4 
Eog a E "m 
resulta 


l a 


x2 
Y = — |In x dy — x4 In x dx. 
e q f i 4x ) 


Temos, então, a solução particular 


(Verifique.) 
A solução geral da equação dada é 


3 3 

> B x” ins 6x 
y = Ax? + -y +>— - 
" gs 5 25 


Exercício 13.7 
Determine a solução geral. Verifique sua resposta por derivação. 


1. xy" + y'=2x,x> 0 


2. xy" +xy' -y =x, x> Q. 


13.8. EXERCÍCIOS DO CAPÍTULO 
(Verifique a resposta encontrada por substituição direta na equação dada.) 
1. Resolva a equação dada. 


a) xy" -2y=0,x>0 


b) xy" + 3xy' +27=0,x>0 
6 


c) y" =— 


y y, Xx>20. 
x 


2. Considere a equação xy" + xy' +y=0,x>0. 


+0 


a) Tente uma solução da forma pœ) = E apx*. 


b) Olhando para as soluções encontradas em a), conclua que q (x) =x e * 


c) Mostre que é razoável tentar-se outra solução da forma 


polx)=xe*Inx+ È bpxk. 
k =0 


d) Determine a solução geral da equação dada. 


3. Considere a equação xy" +xy' —-y=0,x>0. 


a) Verifique que q (x) =x, x> 0, é solução. 


b) Tente outra solução da forma qr(x)=xInx+ LE bpx*. Por que é 
k=0 


razoável tentar-se outra solução desta forma? Explique. 


c) Determine a solução geral da equação dada. 


4. (Equação de Bessel de ordem zero.) Por uma equação de Bessel de ordem 
a, com real dado «, entendemos uma equação do tipo xy" + xy (x - 0) y 
= 0. Considere a equação de Bessel de ordem zero xy" + y +xy=0e 
suponha x > 0. 


a) Mostre que a equação de Bessel de ordem zero admite uma solução da 


forma 
Eos , RE 1 xy? 
P= 5 apx? , com ag = 1, e conclua que Jo(x) = sz (DÉ 


/ k 
2 pa Tal 
k=0 t=0 (k)? 2 N 
b) J, (x) denomina-se função de Bessel de ordem zero e 1.º espécie.) 


Mostre que é razoável tentar-se outra solução da forma 


+00 
Ko(x)= Jo(x)nx+ DE bpxt e conclua que 
k=0 
+o í k —1 k f \2k 
(—1) LFX 
Ko(x) = Jo(x) Inx + È a y + | = da 
k =1 (k!)ź p=1 P Po, 


(Tal K, (x) denomina-se função de Bessel de ordem zero e segunda 


espécie.) (Equação de Bessel de ordem p > 0, com p inteiro.) Considere a 


equação de Bessel de ordem p, xy" + xy' + (x? - p°) y = 0, comp>0€e 


inteiro. 


+0 
a) Tente uma solução da forma ş&)= E ax% e conclua que 
k=0 
+% a ( x \2k 
p= xP at E C—O 
k=1 k(p+ D(p+2..(p+ID) 12) 
A l Š 
(Observação. Escolhendo-se ag = =» tem-se a solução 
2º p! 
( x VP +> l ( x \2k 
POSS ED naaa] 
(O) poi k!(p +k)! 2) 


Tal solução Jœ denomina-se função de Bessel de ordem p e de 1.º 
b) espécie.) Mostre que é razoável tentar-se outra solução da forma 


+ 
pa (x) = Jp(x) In x + > Beer, 
k=0 


(Se tiver paciência e tempo, você chegará à seguinte solução: 


n L/xYyP p=) (p—j-D!/x\ 
K(x) = Jp(x) nx — —| — y am e 
i BA) H] 4 


f- j=0 J? áy 


j= 
Pas [ot k qk+palļ/ y% 
ce y 1) Parka] , 
2 \2/ pa | k(k+p)! jz j ja j|\27 


10. 


11. 


12. 


13. 


Tal solução K (09) denomina-se função de Bessel de ordem p e de 2.º 


6. espécie.) (Equação de Bessel de ordem q, com a não inteiro.) 
Considere a equação de Bessel de ordem q, xy" + xy (x? -0)y=0, 
com a não inteiro. Mostre que esta equação admite duas soluções 


linearmente independentes, com as seguintes formas 
+o +00 

(x) = xº È ax e qolx)=x"€ 3 by xk, 
k=0 k=0 


Considere a equação y" + x*y = 0. Mostre que a solução geral é y = k, p (x) 
+ ko, w onde q, (x) Ri q, (x) são dadas por séries de potências: 


pl)= E agx* e ga(x)= EL bgx*. 


k=0 k =0 
Considere a equação xy" + y' = 0, x #0. Tente soluções da forma 
+o 


a+px+ E axke conclua que a solução geral é 
k=1, 
y=x [k sen — + k, cos =| 
xX X 
Considere a equação xy” - y = 0. Tente soluções da forma 
+o 


a+Bx+ E axt e conclua que a solução geral é 


| l 
y=x E exthkge x | (x * 0) 


Mostre que a solução geral de xy" + ky = 0, onde k > O é uma constante 


E k 
real, ey=x E sen — + k, cos — (x + 0). 
x x 


Mostre que a solução geral de xy” — ky = 0, onde k > O é uma constante 
k k 
real, éy=x|gex+ke x (e 0) 


Seja h: I > R uma função dada e de classe C° no intervalo aberto I, com 


h(x) O para todo x € I. Considere a equação y” = db PA 


Y. 
hix) 
a) Verifique que q, (x) = h (x) é uma solução. 


b) Determine a solução geral. 


Olhando para o exercício anterior, resolva a equação. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


N a n 9 
DI de EM bx Iny)y'+y=0, x>0 


c)xy"+(2— x)y=0, x>0 (Sugestão: h(x)=xe 9) 


dx(1I-)y/+2y=0, 0<x<l. 


” 


ey" =(1+2tg x), 0O<x< (Sugestão: h (x) = sec x) 


Seja h: I > R de classe C’, com h (x) é O em I, uma função dada. 


hº(x) k? 
— — € sendo k > 0 
h(x) (h(x)) 


uma constante. Verifique que a solução geral da equação é y = h (x) [k, sen 


Considere a equação y = g (x) y, com g(x) = 
P (x) + k, cos p (x)], onde p (x) é tal que 700) = E x EI. 
Ux) 


Resolva o Exercício 10 com auxílio do Exercício 14. 


Olhando para o Exercício 14, resolva a equação dada. 


ça. O | 
a) xºy" + | k? —— x* | y=0, x#0 
À 4 j 
DIATE =n 
4 f 4 5 | 
C) = + | k?z? — — | y=0, x>0 
| 16 / 
Sejam h: I > R ep I > R como no Exercício 14. Seja 
h'(x) k? 
+ 


h(x) (o) 


Verifique que a solução geral da equação y” = g (x) y é y h (x) [k, ep% + k, 


x € I, onde k > O é uma constante real dada. 


g(x) = 


e ue], 
Resolva o Exercício 11 com auxílio do Exercício 17. 


Com auxílio do Exercício 17, resolva a equação dada. 


li = 3 \ 
gt =| + pr |y=0, 140 


P > o 
b) ey E (ké + e”) y = 0 


~ 
pm 


f 5) 
c) x2y" — | k?x? + — | y x>0 
| 16 ) 


20. 


21. 


22, 


23. 


Considere a equação y" + p (x) y' + q (x) y = 0, onde p (x) e q (x) são 
definidas e contínuas no mesmo intervalo I. Determine h(x) e g(x), 
definidas em 1, de modo que a mudança de variável y = h (x) u transforme 
a equação dada em u” + g(x)u=0. 


1 
Mostre que a mudança de variável =, X > 0 transforma a equação de 


y=x 
y} 3 3 O) í l a) 
Bessel xy" + xy! +(xº — a^) y = 0 em x°u" + | x? + Fi O 


u=0. 


Mostre que se y = a(x), com q(x) * O no intervalo aberto I, for uma 


r p 


solução de y” = g (x) y, então “ = x € T, será solução da equação de 


(x) 


Riccatiu' = g (x) - u’ 


a) Verifique que u = x°, x > 0, é solução da equação de Riccati u' = x* — 

2x" — u. 

b) Resolva a equação xy” = (1 - 2x) y. (Sugestão: Veja exercício 

24. anterior.) Considere a equação xy” = (1 - 2x) y. Olhando para o 
exercício anterior, conclua que é razoável tentar-se soluções da forma 
y=0+Brax tax ra +. 


+o 
ou seja, y=ax+B+ E ax™. Resolva então a equação dada. 
k=l 
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TEOREMAS DE EXISTÊNCIA E 
UNICIDADE DE SOLUÇÕES PARA 
EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DE 1.º E 
2.º ORDENS 


14.1. TEOREMAS DE EXISTÊNCIA E UNICIDADE DE 
SOLUÇÕES PARA EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DE 
1.º E 2.º ORDENS 


Teorema (de existência e unicidade para equação diferencial de 1.º 
ordem do tipo y' = f(x, y)). Seja Q um subconjunto aberto do 2 R° e seja 


i 
f (x, y) definida em Q. Suponhamos que f e a sejam contínuas em. Seja 


(x, Yo) um ponto qualquer de Q. Nestas condições, a equação 
(1) y=f(x y) 

admite uma solução y = y (x), x EI, que satisfaz a condição inicial y (x,) 
= y, onde I é um intervalo aberto contendo x,. 


Além disso, se y = q, (x) e y = a, (x) forem soluções de (1), definidas em 
intervalos abertos 1 e I, contendo x,, tais que q (x) = q, (x,), então, 
para todo x ET N L, ọ, (X) = ọ, (x). 


O teorema acima, cuja demonstração se encontra no Apêndice 1, conta-nos 


of £ w idos 
que se fe E forem contínuas em Q, então, para cada (x,, y,) E Q, a equação (1) 
dy 1 


admitirá uma solução cujo gráfico passa por (x, y,). O teorema conta-nos, ainda, 
se os gráficos de duas soluções p, e q,, definidas em intervalos abertos 1 e L, 
interceptam-se em algum ponto, então q (x) = ọ, (x) em I N^ L. 


EXEMPLO 1. Resolva a equação de Bernoulli 


y +y=xy. 


Solução 


y +y=xy ey = -y+ xy’. 
: 2 of 
Seja f(x,y) = — y + xy . Temos Ed — 1 + 2x). 


“é A : l 2 , ; 
Assim, f e z, São contínuas em Q = R . Segue que o teorema anterior se aplica. 
av 


A função constante y=0 

é solução da equação dada. (Verifique.) Pelo teorema anterior, se y = y (x), x E I, 
for solução e se, para algum x, E I, tivermos y (x,) = 0, então teremos também y 
(e) = 0 


para todo x € I. Assim, se y = y (x), x E€ I, for solução da equação, teremos: y (x) 
= 0 para todo x € I 


ou 


y (x) Z O para todo x € I. 


Vamos, então, determinar as soluções y = y (x), com y (x) £ 0. Para y Z 0, a 


equação é equivalente a 
(2) go I = E dy =0. (Verifique.) 
-1 -2 ðQ _ óP 
Fazendo P (x, y)=y -xeQ(x,y)=y ,vem: ôx dy _ ' 
Q(x, y) l 


Logo, e“ é um fator integrante para (2). Como e“ # 0, para todo x, (2) é 
equivalente a (y *e™ -xeYdx+e”y” dy = 0, que é uma equação diferencial 
exata. As soluções y = y (x) desta equação são dadas implicitamente pelas 
equaçõesy 'e”-xe"-e* = c, 


ou seja, 


(09) 


Portanto, 


y=0 


l a 
y = ——— CER. 
I+ x+ce* 


é a família das soluções da equação dada. 


(Para outro modo de resolução, veja Seção 10.5). 


Nosso objetivo, a seguir, é esboçar os gráficos das soluções acima. 


c=0 


Temos as soluções 


x<-l. 


l+x 


(Lembre-se de que o domínio de uma solução é sempre um intervalo.) 


I+x+ceé=061+x=-ce 


Logo, 


1+x+ce'>0parax>a 


1l+x+ce<0Oparax<a. 


Observe que 


f l 
lim ——————————— =+% 
xoat l+ x +ce* 


3 l 
lim —— =+. 
X-a j| +x+ cer 


Temos as soluções 


| 


= a E 
1 +x + ce” 


l 


Y= A 
1+ x+ ce 


Observe que, para todo c > 0,@ <- 1. 


-1 <c<0 | 


1+x+ce=0S para l+ x = —ce 


Temos 


l +x+ce <0 parax< PB; 
Il +x+cê>0 paraB<x<y; 
l +x+ce<0 para x>79. 


Temos as soluções 


= a E 

I+tx+ce” p 
| 

= T a o À 

l+tx+ce” 
e 
y= 1l X E Yy 
i l+tx+cer ` 


1+x- e< 0 para x #0. 


Temos as soluções 


c<-—l 


1 +x + ce” < 0 para todo x. 


Temos as soluções 


= -x ER. 
IFrt cet 
Observe que 
lim ——————— =0 
x5+0 | +x + ce’ 
e 
lim —————— =0 
X= |l+x+ ce? 
c>0 -l<c<o0 
X 
-1<e<o 
E 
EXEMPLO 2. Mostre que a equação 
© y' = 323 


admite soluções distintas cujos gráficos se interceptam. Este fato contradiz o 
teorema de existência e unicidade? Explique. 


Solução 


A função constante y = O é solução. Separando as variáveis, obtemos as 
soluções y = (x + c? (c € R) (Verifique.) É claro que os gráficos de 


paes fere; 


interceptam-se no ponto (—c, 0). 


aê X 2 PÉ. ; 
não é contínua em R : -> é descontínua nos pontos (x, 0), com x €E R. (Neste 


2/3 


exemplo, f(x, y) = 3y.) Observamos finalmente que 


y=0 


y = (x + c} (c ER) 


é uma família de soluções da equação dada. Entretanto, esta família não inclui 
todas as soluções de (4)! Por exemplo, a função y = q(x), x E R, dada por 


] x se xz0 


P= Jo se x<0 


é solução da equação dada (verifique) e não está incluída na família acima. Fica 
a seu cargo determinar outras soluções que não estão incluídas em tal família. 


E 
EXEMPLO 3. Resolva a equação 


24 
y = 3y“ 3, y>0. 


(o) 


Solução 
Agora, Q = {(x, y) E R°, y > 0}. 
f(x,y) = 3y2/3 e —= 2) 
são contínuas em Q. A equação dada é equivalente a 
y” dy =3 dx 
cuja solução geral é 


y=(x +c, x> -c (c ER). 


y 


Consideremos a equação 
y = x? + y. 


2 2 Øf M , 2 
Como f(x,y)=x +y e a = 2y são contínuas em R , para cada ponto (x,, Y,) € 
R° existe uma solução satisfazendo a condição inicial y (x) = Y, Entretanto, 


como não sabemos resolver tal equação, qualquer informação numérica sobre 
tais soluções deve ser obtida utilizando métodos de Cálculo Numérico. O que 
faremos nos próximos exemplos é obter algumas informações qualitativas sobre 
a solução que satisfaz a condição inicial y (0) = 0. 
EXEMPLO 4. Considere a equação 

y' = x? 4 y. 


Seja y = ọ(x), x E ] r, r[, r > 0, uma solução que satisfaz a condição inicial (0) 
= 0. Determine o polinômio de Taylor de ordem 3 de q, em volta de x, = 0. 


Solução 


O polinômio pedido é 


2 
| 


(0) 3 "(0) 
e (0) ar 


P (x)=ẹ (0) +o (0) x + — - 


Vamos, então, calcular q' (0), q” (0) e q” (0). Para todo x no domínio de q, q' (x) 
=x +O. 


Logo, q'(0) = 0, pois q (0) = 0. 
q" (x) = 2x + 29 (x) ọ' (x) e 


q") =2+2 q" (x) q (x) + 29 (x) q” (x). 


Segue que q" (0) = 0 e q” (0) = 2. Então 


x3 . 


P (x)= 


w |= 


Assim, para |x | suficientemente pequeno, 
a=} x a 
p x) Z- X. 
á 3 


EXEMPLO 5. Seja y = q (x), x € ] r, r[, a solução do exemplo anterior. Prove 


que, para todo x €]0, r[, q (x) > - x. 


Solução 
Seja 
ETTOR 
g(x pl: dá 
Temos g (0) = 0. Basta provarmos, então, que 
g (x) > 0 em 10, ri. 
Temos 


g =P (x 


q (x) =x" + q" (x) Logo, 


g' (xX) = ° (x) > 0 em ]0, rf. 


Observação. Como q' (x) > 0 em ]0, r[ e q (0) = 0, resulta ọ(x) > q (0) = 0 em 


]0, ri. 


EXEMPLO 6. Seja y = q (x), x E ] —r, r|, a solução do Exemplo 4. Prove que q 
é uma função ímpar, isto é, q (-x) = — q (x) 


para todo x € ] ~-r, rl. 
Solução 
Como é solução, para todo x € ] ~-r, rl, 
q =x +" x). 
Segue que, para todo x €E ] ~-r, rl, 
q (x) = (2) [+ q (OP. 


Consideremos a função q, definida em ] ~-r, r[ e dada por q (x) = —q (~x). Temos 
q", (x) = q' (~x) (Verifique.) Como 


Lo OF = L-E =p, OF 


(=, 


resulta que, para todo x € ] ~-r, rl, 


P' (x) =x] + q", (2). 


Temos, ainda, q (0) = —p(-0) = 0. Segue que y = q, (x) é solução de 


y =x) + y’, satisfazendo a condição inicial q, (0) = 0. Segue do teorema de 
existência a unicidade que, para todo x E ] ~-r, rl, q, (x) = q (x), ou seja, 


p (x) =- ọ (x). 
Logo, ọ é uma função ímpar. 
E 
EXEMPLO 7. Seja y = q (x), x € ] -r, r[, a solução do Exemplo 4. 


a) Prove que é estritamente crescente em ] ~r, r[. 


b) Prove que qy tem a concavidade para baixo em ] —r, O[ e para cima em 10, rl. 


Solução 
q x)= + g (x) em] v~r, ri. 


a) é contínua em ] -r, r[ e q' (x) > 0 em ]r, O[ e em ]0, r[. Logo, q é estritamente 
crescente em ] ~r, ri. 


b) —— ọ" (x) = 2x + 2ọ (x) q' (x). 
Segue que 


o” (x) <0 em ] -r, OL 


o" (x) > 0 em ]0, ri. 


(Observe que q (x) < 0 em ] -r,0[e q (x) > 0 em ]0, r [.) Logo, q tem a 
concavidade para baixo em ] —r, O[ e para cima em ]0, r[. 


EXEMPLO 8. Seja y = q(x), x E ] —r, r [, a solução do Exemplo 4. Seja x, € 10, 
l 


r[, com x, fixo. Prove quer < xo + EET 
E (x0 


Solução 
q =x + o (x) em Jor, ri. 
Daí 


q' (x) > q” (x) em ]-r, ri. 


g'(x) sii 
elo) 


Segue que, para todo x €E [x,, rl, 


Daí 


Xo PU) Xo 
ara x, < x < r. Logo, para x, <x <r, F 2x—0. 
P 0 80, p 0 ” olx) lxo) 
ou seja, 
- l 
oix) = l 
xo + ~= 
olixo) 


Observe que o gráfico de 


| 
| 


e(xg) 


h(x) = 
xo + 


—xX 


. Concorda? 


Portanto, " = xo + 
e (x0) 


E 
Observação. O exemplo anterior nos diz que se y = q (x), x E ] —r, rl, for 


solução de y' = x° + y”, satisfazendo a condição inicial q (0) = 0, então r não 
pode ser igual a + 00. 


Segue dos exemplos anteriores que o gráfico da solução do Exemplo 4 tem o 
seguinte aspecto. 


EXEMPLO 9. Resolva a equação 


y” — 2yy.. 


Solução 


Observamos, inicialmente, que se trata de uma equação diferencial de 2.º 
ordem e não linear. Como (y”)' = 2yy', 


a equação dada é equivalente a 


v=09 


e, portanto, equivalente à família de equações diferenciais de 1.º ordem 
= » 3 = 
(6) y=y +e (CER). 


of srr AT. 
Seja f (x, y) = y + c. Temos: a = 2y. Assim, para cada c € R, fe ce R.fe a 


a E 2 ` ; ; x as 
são contínuas em Q = Rº. Logo, o teorema anterior se aplica às equações ©. 


A função constante y = O é solução. Para y 0, a equação é equivalente a 
id = dx 
y? 


—1 
x+B 


l . 
e, portanto, B= + B, ou seja, y = 


é a família das soluções de y' = y. (Por quê?) 


dy 


A equação (6) é equivalente a a = dx 
LE 


e, portanto, 


ou seja, 


y= Vc tg NC (x + B) [e = 0, BE R). 


As funções constantes 


ENE CE" =6 
~ E 2 ž . dy 
são soluções. Para y + c # 0, (6) é equivalente a — rd dx 
yo C 
e, portanto, 
V=4=€ E 
= hn —— =x+B (verifique) 
2 N—c y+ —c 
ou seja, 
NE à ARV X r 
s = e?& (x + B) (a =-—c) 


yka 


e, portanto, 


a [1 + ele tx+ B)] 


j-e tE) (a >0,B ER). 


Conclusão 


y=A (AE R) 

y= E. (Be R) 

© x+B 

y =AÅtgA (x+ B) (A>0,BE R) 


= ATIE e?4 (x + B)} 
, l 2A (x + B) 


— e“ 


(A>0,BE R) 


Lo 


é a família das soluções da equação 


y" — 2yy.. 
E 


Sejam q, e q, duas soluções da equação do exemplo anterior e definidas em 
intervalos abertos 1 e I, contendo x,. Observe que q (x) = ọ.(x,) não implica 


oq) = q) em L {i I. Por exemplo, as funções 
pi()=1, x ER, e ¢2 (x) = tg x, = i 


E ão 


são soluções de y” = 2yy' tais que 


gı |Z]=e2|7] 
(4) SA 


Entretanto, q (x) Z q,(x) para todo x em l-z. z|, com x É TE Contudo, se além 


da condição q (x) = q (x,), tivéssemos, também, 


P' (x) = P'(x,), então teríamos q, (x) = q (x) em I, N I, como nos conta o 
próximo teorema, cuja demonstração omitiremos. (Para demonstração veja 
referências bibliográficas 26 e 29.) 


Teorema (de existência e unicidade para equação diferencial do tipo y" = f 
3 ðf óf 
(x, y, y')). Seja f (x, y, z) definida no aberto Q C R tal que f, a e 2 sejam 
Oy ds 
contínuas em Q. Seja (x, Yə Y,)) um ponto qualquer de. Nestas condições, a 
equação (7) yY =f, y, y’) 


admite uma solução y = y (x), x € I, satisfazendo as condições iniciais y (x,) = y, 
e y' (x) = y, onde I é um intervalo aberto contendo x,. 


Além disso, se y = q (x) e y = q, (x) forem soluções de (7), definidas em 
intervalos abertos I, e I, contendo x e tais que ọ (x) = P, (xX) e p; (X)=q; (x) 
então q (x) = q (x) em I (NL. 


Exercícios 14.1 


1. Resolva a equação de Bernoulli dada. Esboce os gráficos das soluções. 


a) y'+y=xy 
b) y'+y=xy"',y>0 


2. Seja y = ọ(x), x € ] -r, r[ uma solução da equação y' = x° + cos y 
satisfazendo a condição inicial ọ (0) = 0. Prove que ọ é uma função ímpar. 
3. Seja y = q(x), x € ] -r, r[, uma solução da equação y' = xey 


satisfazendo a condição inicial q(0) = y, onde y, é um real dado. Prove 
que q é uma função par. 


4. Seja y = q(x) uma solução da equação y' = x° + cos y 


satisfazendo a condição inicial q (0) = 0. Determine o polinômio de Taylor 
de ordem 5 de q, em volta de x, = 0. 


5. Pode q ser provado que a equação 


y'=x+cosy 


: x po a 1 td : 
admite uma solução y = ọ (x) definida no intervalo -+ Z| e satisfazendo 


a condição inicial ọ (0) = 0. Utilizando a fórmula de Taylor com resto de 


o 
Lagrange, mostre que, para todo x em + 


to | 
Los 


9 3 
p-as bel. 
Avalie ọ (x) para x = 0,01. Estime o erro. 


x ðf . F 2 
Observação. Suponha que f e ti sejam contínuas no aberto Q C R e 


seja (x, Y,) um ponto de Q. Sejam a > 0 e b > O tais que o retângulo 
R= fi x, y)E R? lxo —a = x = x0 +a, yo -b = y =€ yo + b} 


esteja contido em Q. Seja M > O tal que, para todo (x, y) em Rº, If Œœ, y) 1 = M. 
Seja r > 0 tal que 


r<a,Mr <b. 


Pode ser provado (veja Apêndice 1) que a equação 


y'=f(x,y) 
admite uma solução definida no intervalo [x, Pa r] e satisfazendo a 
condição inicial y(x,) = yy 


Seja y = q (x), x E] —r, r[, uma solução da equação y'= x? + y’ 


| 
satisfazendo a condição inicial y(0) = y,, com y, > 0. Prove quer < bp 
Suponha f : Q > R contínua no aberto contido em R°. Seja y = ọ (x) 
definida no intervalo I e com gráfico contido em Q. Seja (x, Y,) E Q, com 
x, E L. Prove que y = q (x), x € I, será solução da equação y' = f (x, y) 


10. 


e satisfazendo a condição inicial ọ (x) = Y, se, e somente se, 


0 


X 
elx) = yo + Í fitt) dt, xel. 
X 
0 


Determine q. 


PX Px 


a) e ()=1+ | tọ (t) dt b) 9 (x) =] [t + 29 (t)] dt 
o 0 


sX 


J y PX y 
c) e ()=1+ | [L — (gp (1) ] dt d) e ()=1+ | [1 + (p (t) ] dt 
0 0 
(Sequência de Picard.) Considere a equação diferencial y' = f (x, y) 


com a condição inicial y (x,) = yY, Seja ọ, uma função constante definida 
no intervalo I, com x, € Z, e dada por q (x) = y,. Consideremos a sequência 
de funções (1) Po Pp Pa -> Pp oe 


definidas em I. Suponhamos que tais funções sejam obtidas pelo seguinte 
PX 
processo de recorrência: #n+1 (*)= vo +| Ft, Pn (t))dt, n = 0. 


Xo 


Uma tal sequência denomina-se, então, sequência de Picard para o 
[= f(x7) 

problema 4 
|y (xo | = Yo- 


a) Determine a sequência de Picard para o problema y' = y, y (0) = 1. 
b) Verifique que tal sequência converge para a solução y = e. 


Seja Q, P, Py --.» Ọ -.. a sequência de Picard para o problema y' = xX +y, 
y (0) = 0. 


Determine q,, P; Q, € Q.. 


R ôf ; 
Observação. Suponha que f e SÊ sejam contínuas no aberto Q e veja (x, 


Y,) E Q. Sejam a > 0 e b > O dois reais tais que o retângulo x 7 4a < X < X, 
taey,-b<y<y,tb 
esteja contido em Q. Seja M > O tal que 

If, y)i=M 


no retângulo citado. Seja r > O tal que 


r<aeMr<b. 
Pode ser provado (veja Apêndice 1) que a sequência de Picard q, (x) =y, 


PX 
Pn+1¥)= yo + | Fit. en (t) dt, xElxg—r.xg +r] 


Xo 


converge uniformemente em [x, — r, x, + r]. Pode ser provado, ainda, que 
a função y = q (x), x E€ [x,— r, x, + r], dada por ? + = lim Pal) 


A+ 


é solução da equação 


y'=f (x,y) 


satisfazendo a condição inicial q (x,) = Y,. 
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TIPOS ESPECIAIS DE EQUAÇÕES 


O objetivo deste capítulo é destacar alguns tipos de equações, de 1.º e 2.º 
ordens, e as técnicas usualmente utilizadas para obter suas soluções. Sugerimos 
ao leitor ver, também, referência bibliográfica [23]. 


15.1. EQUAÇÃO DIFERENCIAL DE 1.º ORDEM E DE 
VARIÁVEIS SEPARÁVEIS 


dy ' à 
= = f(x) g(y). 
dx 

Soluções constantes 


Seja a uma constante real. 
y=a é solução & a é raiz de g(y)=0. 


Soluções não constantes 


Separam-se as variáveis e integra-se. 


dy 


e CS Rc 
20) 
a ty a z 
] Y= | f(x) dx. 
g(v) 


(Veja Vol. 1.) 


EXEMPLO 1.2 = x2 +41. 


dx 
Solução 


A equação não admite solução constante. Para obter as soluções não 
constantes, separam-se as variáveis e integra-se. 


dy = (x? + D dx; 


] dy = Ja? +1) dx; 
E 
I 
y=—+x+c. 
E 3 


E 
EXEMPLO 2. y'= x (y - 1). 
Solução 
Soluções constantes 


P-1=06y=+1. 


Assim, y = 1 ey = -1 são soluções. 


Soluções não constantes 


Como 
j| l 
| E! 2 
y2 -1 i y— 1 v+1 
resulta 
dy l y— l 
pi eln 
2-1 2 I|y+41 
Assim, 
In y jate 
y 
Logo, 


1+ ke”? ; 
= Pi (k + 0). (Confira.) 


|— ke” 


Se k = 0, a expressão anterior fornece a solução y = 1. 


é a família das soluções. 


15.2. EQUAÇÃO DIFERENCIAL LINEAR DE 1.º 
ORDEM 


ly l 
2 = g(x)y + f(x). 
dx 


Esta equação é equivalente a 


[gy + f (x)] dx - dy = 0. 


Temos 
bQ _ ôP 
Oy O 
Logo, 
(2) p780 d 


é um fator integrante para (1). (Veja Seção 10.9.) Multiplicando ambos os 


g (x) dx — [e (x) dx 
y]=e | 


membros de (1) por (2), obtemos — [e Ta) 


ax 


(Observe que 


E, k g(x)dx v|= | dy = e(9y É gada , 
dx dx 


Logo, 


y=k al g(x)dx 4 A g(x)dx | a g(x)dx fd. 


Para outro modo de resolução, veja Seção 10.4. 


dy 


EXEMPLO. na 2xy + x. 
dx 


Solução 


ou seja, 


15.3. EQUAÇÃO GENERALIZADA DE BERNOULLI 


Por uma equação generalizada de Bernoulli entendemos uma equação do 


. a À ly 
tipo (1) h'(y) E = g(x) h(y) + f(x). 
dx 


A mudança de variável u = h(y), y = y(x), transforma (1) na equação linear de 1.º 


du ra 
ordem aa g(x) u+ f(x). 
ax 


Zi 
EXEMPLO 1. Mostre que a equação de Bernoulli a = g(x) y + f(x) y“, 


ax 
onde a é um real dado, com a * 0 e a # 1, é do tipo (1). 
Solução 


Se a > 0, a equação admite a solução constante y = O. Para y # 0, a equação é 


: ty = 
equivalente a (1 — a) y = =(|1-a) g(x) y! Qd =] (e); 
dx 


que é do tipo (1) com h(y) = y~“. A mudança de variável u = y~“ transforma a 


a fico T tu : 
equação dada na equação linear de 1.º ordem s =(1—aæ) g(x) u+ (1-a) f(x). 
ax 


EXEMPLO 2. Resolva = =y+e3xyd, 
ax 


Solução 


A função constante y(x) = 0, x E R, é solução. Para y 0, a equação é 


` sinay ao ar iii 
equivalente a -3y-4 Tr —3y3 — 303%, 
ax 


que é do tipo @) com h(y) = y”. Fazendo a mudança de variável u = y *, obtemos 


du 
— = —3u — 3e 


dx 


—3x 


R - ; -3 2 kp. 
cuja solução geral é u = (k — 3x) e x. Daí, y? = 


k -3x 
Assim, 
y (x)=0 
e 
X 
AE y ii — 
> k — 3x 
é a família das soluções. 
E 


EXEMPLO 3. Resolva 


dy 3 T T 
— = — tgy+ x sec y x>0 e — <y<—. 
s j P) ‘ Es 


V 


j| 
dx xX 


Solução 
A equação dada é equivalente a 


dy | 3 
cos y — = — sen y +x’, 
dx x 


que é do tipo (1) com h (y) = sen y. A mudança de variável u = sen y a transforma 
: lu u 
na linear — =—+x,x>0 e -I<u<l, 
ax X 


4 
cuja solução geral é u = kx + Za A solução geral da equação dada é então 
x i 
y = arc sen (kx + —). 


Observe que o domínio de cada solução é um intervalo aberto I, contido no 


4 
semieixo positivo dos x, tal que —1 < kx + = < 1, para todo x €E I. 


E 
EXEMPLO 4. Seja 
dy sen y 3 
(cos y) — = : P eae 
- dx X 
; z ; do qd 57 
Determine a solução que satisfaz a condição inicial y(1) = a 


Solução 


Como o gráfico da solução pedida deve passar pelo ponto (1, =, podemos, 


~ . T 37 o T 3m ; 
então, supor x>0e—<y<=-. A condição —<y< é equivalente a 


das das — 


T ~ 
e e E Fazendo yY 7 q = V a equação se transforma em 


“n/a 


tv sen (v + 7) 
É cos (v+ 7) = x) 
dx x 


` 


que é equivalente a 
x, x>0 e — 


Procedendo como no exemplo anterior, obtemos 


r4 
y =m + arc sen (kx — + 


Fica a seu cargo verificar que 


(x + 2x!) 
y= m — arc sen | = | 
| 6 l 


. OSE tia Sr 
satisfaz a condição inicial y (1) = Fi 


Para encerrar a seção, damos a seguinte 


DICA. Considere a equação 


ly 
© = a(x) hi (y) +b (x) ho (y). 
dx 


Divida por h,(y) e verifique se é do tipo (1). Se for, resolva. Caso contrário, 
divida por h(y). Se for do tipo (1), resolva. Caso contrário, use a sua 
criatividade! 


15.4. EQUAÇÃO DE RICCATI 


ty a E 
= = fO)y + g(x)y4 + h(x). 
dx 


(=) 


Se h(x) for identicamente nula, então (1) será de Bernoulli. Suponhamos que seja 
conhecida uma solução Y, = yx) de (1). Então 


dy, 


(19) 


= f(x) + g(x i + h(x). 
dx 


. z E 1 x 
Subtraindo (2) de (1), vem E Dr — vi] = fŒ O — y) + ex O — y) O + vp. 
dx 


ou seja, 

d : 

— [y y] = f(x) (y — y) + g(x) O -— y) O -— y + 2y). 

dx 
Logo, y — y é solução da equação de Bernoulli 
e {z ò 2 
(3) T =[f(x) + 2yga + gix). 

dx 


Logo, a solução geral de (1) é y = y, + z, 
onde z é a solução geral de (3). 


Observação. Outro processo para se chegar em (2) é o seguinte. Fazendo em (1) a 
mudança de variável y = y, + z, 


resulta 


dy tz ; E 7} } 
ar d na Fam + fz tega (Of yz + 7º) + h(x) 
dx dx 


5 “ dz s , 
e, portanto, tendo em vista (2), E = [f00) + 2yg z + gl. 
ax 


Conclusão. Se for conhecida uma solução particular y, = y (x) de (1), a mudança 
de variável y =y, +z 


transforma (1) numa equação de Bernoulli. 


EXEMPLO. È = y+ y? — 1- x. 


dx 


Solução 


Por inspeção!! verifica-se que y, = 1 é uma solução. A mudança de variável y 
=1+z 


transforma a equação dada na de Bernoulli 


dz 

= = [1+ 2x]z + x, 

dx 
cuja solução geral é 

T -Í (1+ 2x)dx f [A +2x)dx 
z l=e | ddr pk fel VA y dy]. 
ou seja, 
gl — eY =x] [k = ] xe! +x0) dx). 
Portanto, 
et IFIS) 
y zoi l F a 


y=1 


é a família de soluções da equação dada. (O cálculo da integral que ocorre na 
família acima fica para o leitor.) m 


15.5. EQUAÇÃO DO TIPO y'= f (ax + by) 


ty 
O — f(ax + by). 
dx i 


(=) 


onde a e b são constantes não nulas. A mudança de variável 


u = ax + by ou y= 5 (u — ax), com u = u(x), 

transforma (1) na equação de variáveis separáveis ; (w — a) = f(u). 
EXEMPLO. y'= xX + 2xy +y’. 

Solução 


Observe que se trata de uma equação de Riccati. Tal equação é equivalente a 
y'= (x+ yy. 


Fazendo 


u =x +y ouy = u - x, resulta 
u=1=U, 


ou seja, 


Separando as variáveis e integrando, obtemos 
arctgu=x+c 
e, portanto, 
“= O), com — SI Pos 


Assim, 


y =-xX + tg (x + c) é a família das soluções da equação dada. 


15.6. EQUAÇÃO DO TIPO y'= f (ax + by + c) 
A mudança de variável 


l 
u = ax + by+c ou y= A E = p= vo); 
2 
com u = u (x), transforma a equação dada em uma de variáveis separáveis. Se c = 
0, estamos na equação da seção anterior. 


15.7. EQUAÇÃO DO TIPO y'= f (E) 


ne 


[=] 


y=1(2). 
tE 
Façamos a mudança de variável 


y . 
— = HM, ouseja, y = xu 
X 


r , a — du E 
com u = u (x). Temos y' = u + xu'. Substituindo em (1), resulta x E fa) —u, 
ax 


que é de variáveis separáveis. Fica a seu cargo verificar que toda equação do tipo 
dy _ M(x, y) 


dx N(x, y)` 


onde M (x, y) e N(x, y) são homogêneas do mesmo grau, pode ser colocada na 
forma (1). 


EXEMPLO. Resolva 
-— q ITUCx+yTO 
Solução 


Temos 


A mudança de variável y = xu transforma a equação dada na de variáveis 


PO ti u4 
separáveis y “! = 


dx u+1 


— H. 


Separando as variáveis, obtemos 
[ 1) l 
| [+ — | du = —— dx. 
\ u, X 


Daí, u + In |u| = — In | x | + k. Segue que as soluções y = y(x), com y(x) # 0, são 
dadas implicitamente pelas equações y + x In |y| = kx. 


y 
Da expressão acima, podemos expressar x como função de Y:* = t-i [ul iy] 
Observamos que a equação admite, também, as soluções constantes y(x) = 0, x > 
0, ey(x)=0,x<0. 


15.8. EQUAÇÃO DO TIPO y'= f sai 


mx+ny+p/;j 


Pen R | ax+ by+c | 
© jp aea 

\mx+ny+t p) 
1.º Caso 

Existe À real tal que 
m =ìa en = ìb. 

(Esta condição é equivalente a 

a b 

= 0.) 
m n 


Neste caso, a mudança de variável 


l 
u =ax + by ou y= E (u — ax), 
h 


com u = u (x), transforma (1) na equação de variáveis separáveis 
du Tute) 
— —a=bf ; 
dx (àu +p) 


| ax+by+e | 


mm |, 
mx + ny+ p) 


A equação (1) é equivalente a (2) dy = f 


Façamos a mudança de variáveis 


| u=axt+tby+c 
|v =mx+ny+ p. 


. A [x =Aut+ Bv+C 
Segue que existem constantes A, B, C, M, N e P tais que | ii 


e, portanto, 


dx= Adu+ B dv 
dy = M du +N dv. 


Substituindo em (2, vem M du + N dv = f | = | (A du + B dv), 
- E 


que é equivalente a 


M — Af | A k 
— dv an E u | 
(3 ) FA TaN | — 
au Bf | er N y 
VV/ 
A mudança de variável 
u 


— = s5, com s = s (u), 
v 


transforma (3) em uma equação de variáveis separáveis. 


15.9. EQUAÇÃO DO TIPO xy' = y f (xy) 


| 


xy’ = yf (xy), x + 0. 
Façamos a mudança de variável 


u = xy. 


Temos 


{ N) 


u' = y+ xy. 


Multiplicando ambos os membros de @) e ambos os membros de (2) por x, resulta 
xy =xy f (xy) e 


x°y = xu' — xy. 


A equação (1) transforma-se na de variáveis separáveis xu' — u = u f (u). 
EXEMPLO. (xy - 1) xy'— (xy + 1)y = 0, com xy #1 e xy> 0. 


Solução 


(09) 
- 
< 
| 
aii 


vu +1 


yu — l 


A mudança de variável u = xy transforma © em xu = u + u 


ou seja, 


Separando as variáveis e integrando, resulta 


? 
E — 


== Ca 


j 
In — + 
E» xy 


15.10. EQUAÇÃO DO TIPO # = f(x) (ou y" = f (y)) 


ï = f(x). 


(=) 


Seja x = x (t), t E I, uma solução de 1). Multiplicando os dois membros de (1) por 
x, obtemos xx — f(x) x = 0. 


ds 


: E „n d|? va ao 
Seja U(x) uma primitiva de —f (x). Temos, então, T E + vc] =x — f(x). 
di 


Portanto, para todo t € I, 


EO esti (=O 
dt | 2 


— 


Logo, existe uma constante c tal que, para todo t € I, 


a 
— +U(x)=c, 
= 


-— 


MN) 


que é uma equação de variáveis separáveis. 
Algumas informações qualitativas sobre a solução x = x (t) podem ser 
obtidas através de ©. 


EXEMPLO. Uma partícula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo x sob a ação 


da força resultante —6,^ 7 Sabe-se que x(0) = 0e x (0) = 42. 


a) Determine o valor máximo de | x | 

b) Determine os valores máximos e mínimos de | x 

c) Descreva o movimento. 

d) Estabeleça uma fórmula para o cálculo do tempo gasto pela partícula para ir 
da posição x(0) = O até a posição que a velocidade se anule pela 1.º vez. 


Solução 
Pela 2.º lei de Newton, 


x=—6x". 


Sendo f(x) = —6x”, teremos —f(x) = 6x”. Assim, U(x) = x°. 


Segue que 
> +xº=« 
2 
= e : ; å? 
Como (0) = «2 e x(0) = 0, resulta c = 1. Assim, para todo t, = É x? =1, 
ou seja, 
(3) k2 + 2x8 =2 


a) O valor máximo de | x | ocorre quando + = 0. Logo, o valor máximo de | x | é 
1. 

b) O valor máximo de | x | ocorre na posição x = 0. Logo, o valor máximo é ./2. O 
valor mínimo ocorre quando | x | for máximo. Logo, o valor mínimo de |x| é 
Zero e ocorre nas posições 1 e — 1. 

c) A partícula descreve um movimento oscilatório entre as posições 1 e — 1. 


4 


d) Segue de (3) que (4) x =2 — 2x6. 


Seja t, > 0 o instante em que a partícula atinge pela 1.º vez a posição x = 1. 
Então, x(t) > O tem [0, t]. 
dx 6 


Segue de (4) que a“ 2 —2xº. 
(e 


y 


A função x = x(t) é estritamente crescente em [0, t |; logo, inversível. A derivada 


dt l 


da inversa t = t(x) é: 7 = m~~ 0S x<. 
de  12-—-2x6 


Assim, 


(Observe que se trata de uma integral imprópria convergente: 


Sugerimos ao leitor rever os Exemplos 6, 7 e 8 da Seção 10.10. 


15.11. EQUAÇÃO DIFERENCIAL DE 2.º ORDEM DO 
TIPO F(x,y,y')=0 


F(x, y’, y”) = 0. 


[= ) 


A mudança de variável 


y' = u (u = u(x)) transforma a equação em uma de 1.º ordem. 


EXEMPLO. xy” + y = 4. A mudança de variável y' = u transforma a equação na 
de 1.º ordem xu' + u = 4. 


Achada u = u(x), por integração obtém-se y = y(x): y = f u (x) dx 


c 
Logo, u(x)=4+— e y=4x+cinx. 
x 


15.12. EQUAÇÃO DIFERENCIAL DE 2.º ORDEM DO 
Tiro y" =f (y) y' 


W=f0)y 


| 


onde f é suposta definida e contínua num intervalo J. Seja F : J > R uma 


primitiva de f, isto é, F' = fem J. A equação (1) é, então, equivalente à equação 
(2) y” = (FO), 


pois 
LFO) F' Y'= f) y’. 


A equação (2) é equivalente à família de equações y' = F (y) + A (A E R), que são 
de 1.º ordem e de variáveis separáveis. 


EXEMPLO. Determine uma solução da equação 


que satisfaça as condições iniciais 


vy(0)=1 e yo =. 


Solução 
Pas 
n A 
ar 
La 
que é equivalente a 
sa 
y = + A 
3 
E a a dy 
Tendo em vista as condições iniciais, resulta A 0. Assim, Es = E; 
ax 3 
Separando as variáveis e integrando, obtemos 
| | 
——s =-x+ B 
2, 4 
; ds cartão À l ; 
Tendo em vista a condição inicial y (0) = 1, resulta B=-——. Assim, 
3 3 E 
y = Xx<— 
e Da = 2 
| 
é uma solução do problema. 
E 
Observação. Se em lugar de O) tivéssemos 
(3) š = f (x)ż, 


(0) procedimento seria evidentemente o mesmo: í 3)e equivalente ax= z [FOD], 
dt 


onde F' = f; daí 


å = F(x) + A, ou seja, 
a Pix) FA 
dt 


que é uma equação de 1.º ordem de variáveis separáveis. 


15.13. EQUAÇÃO DIFERENCIAL DE 2.2 ORDEM DO 
Tiro y" =f (y, y’) 


Observe que 


yY =f, y) 


[= ) 


é uma equação diferencial de 2.º ordem em que a variável x não aparece 
explicitamente. As equações tratadas nas Seções 10.7, 15.10 e 15.12 são deste 
tipo. 

Para estudar esta equação será conveniente transformá-la em um sistema de 


duas equações de 1.º ordem. A equação (1) 


1) é equivalente ao sistema 
EE 


] 


MN) 


lp'= fO. p). 


Observe que se y = y (x) x €E I, for solução de @), então 


G) 


será solução de (2). Por outro lado, se (3) for solução de (2, então y = y (x), x E I 
será solução de (1). Vamos, agora, reescrever (2) na forma 


Multiplicando a 1.º equação por f (y, p) e a 2.º por p e comparando, obtemos 


LGI) 
e, 
o! 
A 
mto, 
Sant 
nay 
< 


Segue que toda solução 


JTY = I) 
Lp = p(x) 


mM 
Pa 


de (4) será, também, solução da equação p dp = f (y, pJdy. 


A importância deste resultado reside no fato de nos permitir abaixar a ordem 
da equação. Vamos, então, destacá-lo. 


y" =f(y,y). 


o ~- [y= y(x) 
Se y = y (x) for solução de (1), então | E o E 


será solução de 


p dp = fQ, pJdy. 


(Veja Seção 10.7 para outro modo de resolução.) 


EXEMPLO 1. Seja a equação 


y" =yy' +y. 


Seja y = y(x), x € I, uma solução desta equação tal que y' (x) + 1 > O para todo x 
E I. Mostre que existe uma constante c tal que, para todo x E I, 
y = n (y +1) -Č 
E j p] 


= + 


Solução 


y" =fQ,y’, 


onde 


fQ, y) =yy' +y. 


Jy= y(x) 
|p = y (x) 


mM 
wÊ 


Seja, então, y = y (x), x E€ I, uma solução. Segue que 


é solução da equação 


p dp = (yp + y) dy, com p + 1 > 0, que é equivalente a 


7 


dp = y dy 
pl o 
ou 
E dp = y dy. 
pPI) 
Daí, existe uma constante c tal que, para todo x € I, p — In (p + 1) = — +c, 
ou seja, 
: o dá É 
Ping, m 


_ 


EXEMPLO 2. Suponha que uma partícula desloca-se sobre o eixo Ox e que o 
movimento seja regido pela equação x = xx + x. 


Suponha, ainda, que x (0) > 0 e x (0) > 0. Seja x =x (t), t E I, a posição da 


partícula no instante t, onde I é um intervalo contendo 0. 


a) Prove que, para todo t E I, com t > 0, x (t) > 0. 
b) Expresse a posição x em termos da velocidade v. 


Solução 


a) Suponhamos que exista t, € I, t, > 0, tal que x (t,) = 0. Seja T = inf {t, E€ I, t, > 
O | x(t) =05. 


É claro que T > 0. (Observe que pelo fato de ; ser contínua e x (0) > 0, existe t, > 
O tal que x (t) > O em [0, t,].) Segue que + (t) > 0 em [0, T [. Como x (t) > O em 
[0, T [ (por quê?), resulta (T) > (0) > 0. Pela conservação do sinal existirá, 
então, T, > T tal que x (t) > 0 em [T, T] e, assim, T não poderá ser o ínfimo do 


conjunto. 


Logo, (t) > O para todo t € I, com t > 0, b) Segue do exemplo anterior que, para 


todot EI t20, ż-m@&+)-> =c 


= x2 
para alguma constante c. (E claro que e = vo — In (vo + 1) — a onde x, = x(0) e 


v, = x (0).) Daí, para todo t E I, t > 0. 
= qa = a (+D)-—2Ze, 


onde xy = v. 


EXEMPLO 3. Considere a equação 


y" — 3y’. 


Esboce o gráfico da solução y = y (x) que satisfaz as condições iniciais y (0) = 2 
ey'(0) = 4. 


Solução 


y" — 3y”. 


= FAE) 


7 
Seja y = y (x), x € I, a solução procurada. Para todo x € I, | > = A 


é solução da equação 


pdp=3y dy. 
Integrando, obtemos 
Segue que, para todo x € I, 


Tendo em vista as condições iniciais, c = 0. Como y' (0) > 0, a função procurada 
é solução da equação y' = 2 y*'2 


Como y (0) = 2, podemos supor y > 0. A equação acima é equivalente a 


yí 3/2 


dy = x42 dx 


e, portanto, 


ou seja, 


(Sugerimos ao leitor resolver o problema pelo método da Seção 15.10.) E 


15.14. REDUÇÃO DE UMA EQUAÇÃO LINEAR DE 2.2 
ORDEM DO TIPO ï = g (t) A UMA EQUAÇÃO DE 
RICCATI 


ï= g (t) y, 


(=) 


onde g (t) é suposta definida e contínua num intervalo I. Seja y = y (t), t E I, uma 
solução de (1). Suponhamos que y (t) Z O em J, 


; LO 
onde J é um intervalo contido em I. Vamos mostrar que u = PTF E J 
vii) 


é uma solução da equação de Riccati 


(2) ù = g (t) — u?. 
De fato, 

y l 

=" ý= uy; 

y 

daí 
y= uy + uy 

e, portanto, 


.. ° ) 
Y= t uy. 


Substituindo em (1) e simplificando, obtemos (2). 
Fica a seu cargo verificar que se 


u=u(t), tE IT 
for solução da equação de Riccati (2), 
(3) = A COLI 


será solução de (1). 
EXEMPLO. = (1 + t?)y. 
Solução 
Consideremos a equação de Riccati 


u=1+t2 —u?. 


{ T) 


então 


Verifica-se por inspeção que u = t é solução de (4). Tendo em vista (3), 


é uma solução da equação dada. Pela fórmula de Abel-Liouville (veja Seção 
tet“ !2 y 


13.2) 


daí 


Fica a seu cargo concluir que 
y=e té 12 ] e™ dt 


é outra solução da equação dada, linearmente independente com (5). A solução 
geral da equação dada é y = "2 [A + B ] e dt), 


onde fe~ - dt está indicando uma particular primitiva de ¿e~t? , 
Observação. Como 


aag 
] eT dr 
0 


é uma particular primitiva «-t?, a solução geral pode ser dada na forma 
2! pt 3 
y=e"!? E + B | er dr| B 
0 


15.15. REDUÇÃO DE UMA EQUAÇÃO DIFERENCIAL 
LINEAR DE 2.a ORDEM DO TIPO 
ï+ p(t) ý + q(t) y = 0A UMA DA FORMA y =g (t)y 


|C | 


ý+ pít)ý + q(t)y =0, 


onde p (t) e q (t) são funções dadas, definidas e contínuas num mesmo intervalo 
I. Façamos y = uv, 


onde u = u (t) e v = v (t). Temos y = úv + uv 


e 
yý = üv + Zu + uï. 

Substituindo em D, obtemos 

(2) üv + [20 + p (t) v]ú + [Ÿ + p (t) ý +q (t)v]u = 0. 


Vamos, agora, escolher v = v (t) de modo que 2 + p (f) v = 0. 


Basta, então, tomarmos 


? (t) = a ; s i ? (t 
onde [= dt indica uma particular primitiva de Pt) Temos 


E 
p(t) g 
pl) ae ~— dt 
e 
' 3 e pít) 
- —|>— dt 
-[-+O P oe ad 
2 4 
ud o SS , Xt) pt 
Substituindo em (2) e simplificando, resulta ii + -#2 — re +q ol u=0 
ou 


ü = g (t) u, 


a pt?) p° (t) 
(3) EO ade + — q (f). 
Conclusão. A mudança de variável 
= pis dt 
y=ue "+ 


transforma (1) na equação ii = g (t) u, 


onde g (t) é dada por (3). 


Apêndice 
1 


TEOREMA DE EXISTÊNCIA E 
UNICIDADE PARA EQUAÇÃO 
DIFERENCIAL DE 1.º ORDEM DO 


TIPO y'=f (x, y) 


A1.1. PRELIMINARES 


Lema 1. Seja a equação 
(1) y =f(x,)y) 


onde f : Q C R? > R é contínua no aberto Q. Seja (xy Ya) E Q. Nestas 
condições, y = y (x), x E I, será uma solução satisfazendo a condição 
inicial y (x,) = yə com x, no intervalo I, se, e somente se, 


X 

y (x) = yo + ] Fís. y) (s)) ds 
X 
0 


para todo x E€ I. 


Demonstração 
Se y = y (x), x E I, é solução de (1), então y' (x) = f (x, y (x)) 


para todo x em I. Como estamos supondo y (x) = Yə vem 


AX 


y œ) = yo + J. f(s. y (s)) ds 


para todo x em I. Reciprocamente, se 


PX 
y (x) = yo + J f(s, y (s) ds, x EI, 


então teremos 


Y X9) = Yo 


e, pelo teorema fundamental do cálculo, 


yw =f yw),xEI E 


Lema 2. Seja f: Q C R? > R, Q aberto, uma função contínua e tal que 
If , , l 

A seja, também, contínua em Q. Seja (x, Y,) E Q. Sendo Q aberto, 
pe 


existem a > 0 e b > 0 tais que o retângulo Q = {(x, y) |X, 74a SX < xX, + 
a, y, 7 b<y<y,+b} 


está contido em Q. Nestas condições, existe uma constante K > O tal que 


fe y)- fl y)I<KI|y,—),| 


quaisquer que sejam (x, y,) e (x, y,) no retângulo Q. 


Demonstração 


S of Pa É 
Da continuidade de i em Q, segue a continuidade no retângulo Q; pelo 


teorema de Weierstrass, existe uma constante K > 0 tal que <K 


II ix, y) 
dy 


para todo (x, y) em Q. Sejam (x, y,) e (x, y,) dois pontos quaisquer de Q. Temos, 


à ? E E o Dc 
pelo TVM, JO yp) Ía y2) = E (x, s) 1 — Y2) 
dy 


para algum S entre ), e Y> Assim, 
<Kþji -y 


Fx, YD — f(x, y2) E 


Lema 3. Seja f : Q C R° > R, Q aberto, contínua e seja (Xy Y) E Q. 
Sejam a > 0 e b > 0 tais que o retângulo Q = {(x, y) |x, 7a <x <x, +a, 
Ya b<y<y,tb) 
esteja contido em Q. Seja M > 0 tal que 

|f, y) | < M, em Q. 


(Tal M existe, pois f é contínua em Q.) Seja r > 0, tal que r <a e Mr <b. 


Seja y; = Y, X), X Tr < xX <x +r, contínua e cujo gráfico esteja 


contido em Q; seja y, = y (x), x7r <x <x, +r, dada por 


AX 
Yn) = Yo + ] Fis, Ya tras; 
Xo 


Nestas condições, o gráfico de y = y (x) também está contido em Q. 


Demonstração 


Para provar que o gráfico de y está contido em Q, é suficiente provar que | 
yY =y, | <b 


para todo x € [x, “A r]. 


Yn (0) 


PX 
Temos, para todo x € [x — r, x, + r], Yn) — Yo = | FCS. Yn-1 (s)) ds 


Xo 


e, portanto, 


a b u 


l; 


Como, para todo s E [x —r,x + r], (s, y, (s)) E Q, 


Yax) — Yo | S ds|. 


Fls. Yn-1(8)) 


0 


resulta 


LF (sy, (S) | <M 


a kd 
| M ds 
E 


“0 


para todo s E [x —r, x, + r]. Logo, |yy(X)— yo| = 


para todo x € [x,—r,x, + r]. Daí, para todo x E [x =r, x +r], |y, œ) -y |< 
M|x-x,| 


e, portanto, 


[Wn — yo| =Mr< b. E 


Sejam f: Q C R? > R,r>0e (x, Y,) como no lema anterior. Consideremos 


a função constante y (x) = Yp X E lx, 7r, X,+ r]. 


A função y (x) = y, é contínua e seu gráfico está contido em Q. Consideremos, 
agora, a sequência de funções (y (x)) . , definidas em [x, — r, x, + r] e dadas por 
YO) =) 


PX 
Yax) = yo + A f(x, yn-1 (5) ds, n > 1. 
Xo 


(Observe que, para todo n > 1, o gráfico de y está contido em Q.) Tal sequência 


de funções denomina-se sequência de Picard para o problema 
|y = f(x, y) 


[= | 


lya) = yo. 


Provaremos, na próxima seção, que a sequência acima converge 
uniformemente a uma função y = y(x), x E [x, — r, x, + r], e que esta função é 


uma solução do problema (1). 


A1.2. TEOREMA DE EXISTÊNCIA 


Seja f: Q C R > R, Q aberto, e seja (x, Y,) E Q. Suponhamos que f e A 


sejam contínuas em Q. Sejam r e Q como no Lema 3 da seção anterior. Seja K 


como no Lema 2. Nosso objetivo, a seguir, é provar que a sequência de Picard 
Yo) = Vo 


[=] 


PX 
Yal) = Yo + ] f(x. yn-1 (5)) ds 
“0 


converge uniformemente convergente em [x, = PM r]. 


Consideremos a série 


(19) 


+00 
Yo+ 2 l Dl) Yo (x)| A 
n= 


Observamos que, para todo n > 1, 


n 
YE) = Yo + ps [ya ) — yg—1 (x). (Verifique.) 


Deste modo, a sequência (1) será uniformemente convergente em [x — r, x, + 


r] se a série (2 o for Basta, então, provar que 


> [yn Œ) =y x)] 


(5) 


é uniformemente convergente em [x, — r, x, + r]. 


Seja M o valor máximo de 


1,09) — 509) | 


em [x, — r, x, + r]. (Tal máximo existe, pois y, e y, são contínuas.) Segue do 


Lema 2 da seção anterior que 
(4) |f (s, Val) — f (S, Yn—1(8)) | sK |y,(8) — Yn- 148) 


para todo s € [x, o t r]. 


Temos 
PX k ` 
yx) — yıx) = ] LfCs, vits)D)— f(s, vo(s)] ds. 
Xo 
Daí, para todo X E€ [x, = r, Xo + r], 


ds 


` 


X 
yax) — y1) | S | f. Ra V1(s)) — f Cs. Yo(s)) 
“o 


tendo em vista (4), 


yı(s) — vols) | ds 


| y(x) — y (0) | = MK | XX | 


(<a) 


para todo x E [x, — r, x, + r]. (Lembre-se de que M é o valor máximo de | y (s) — 
y (s) | em [x, Z r, x, + r] e, portanto, neste intervalo, | y (s) — y (s) | < M.) Temos 


PX 
v300) — y(x) = | LfCs. y2(5)) — f(s. yi(s))] ds. 


Xo 
X 
a Ex 
Xo 


Segue que, para todo x E [x 7r, x +], | y0) — yaw) vols) — yy(s) | ds 


e, tendo em vista (5), 


a b a 


i 


e, portanto, para todo X E€ [x — E X + r], 


E] 


Rj 
y — yx) | = MK 


| e E de PS 
| 300) — y(x) | = MKÅ . (Verifique.) 


Prosseguindo com este raciocínio, conclui-se que 


i 


o A F 
ly) — Yy-1(%) | =< MK”! |[x-xo| 
(n— 1)! 


para todo x E [x, — r, x, + r]. Como, neste intervalo, | x — x, | < r, resulta 
ran—l 
| Val) — Yn- 100) |=M (Kr) 
(n—))! 


ara todo natural n > 1 e para todo x no intervalo [x — r, x, + r]. Como a série 
i (0) 0 

no +00 (Kr)! 

numérica 5 ———— 

n=1 (n—1)! 


é convergente (verifique), resulta, pelo critério M de Weierstrass, que a série 
+% 


s 
SE [a 00) aa EE 


é uniformemente convergente no intervalo [x, — r, x, + r]. 
Segue que a sequência de Picard 
ax 


Yn) = Yo + J. FCS, Yn-1 (5)) ds 
“0 


(9) 


converge uniformemente em [x. — r, x, + r]. Seja y = y(x), x E [x —r,x +r], 
0 0 J y dá 0 0 


rO ya) = lim y,&). 
dada po Meen 


X 
Vamos provar que, para todo x €E [x,— r, x, + r], yœ) =yg + f. f(s, y(s)) ds. 
0 


Segue de © que, paa todo x no intervalo [x — r, x, + r], 


lim Val) = Yo + lim ] f(s.yn— 1(5)) ds 
na =3460 "S n5 +01, i 


e, portanto, 


PX ` 
y(x) = yo+ lim ] TCs. Yn-1(8)) ds. 
n — +2 Xo 


( © ) 


Para podermos permutar os símbolos 
li Ñ 
ım 
n= +% j Xo 


vamos precisar provar a convergência uniforme, em [x, — r, x, + r], da sequência 
f(s, Y (5) n2 1. 


É de imediata verificação que o gráfico da função y = y(x), x € e ia 
r], dada em (7), está contido no retângulo Q. (É só observar que y x) E Y, b, Y, 
+ b], para todo natural n e para todo x € [x — r, x, + r], e lembrar que y(x) é o 
limite de y (x) para n tendendo a + 00.) Segue, então, de (4) que 


| FCS, Y (8) = f (s, VD | < KI, ls) = (8) | 


para todo n > 1 e para todo s no intervalo [x, — r, x, + r]. A convergência 
uniforme de f (s, y, (s)) a f (s, y(s)) segue, então, da convergência uniforme de 


PX 
y (s) a y(s). Resulta, então, de (8) que y) = yo + ] | lim f(s, yi0) ds 


Xo n — +2 


e, portanto, 


AX 
y(x) = Yo + ] . f(s, v(s)) ds 
Xo 


lim f(s, Yn-1($)) = f (s, Xs)). 


para todo x € [x, — r, x, + r], pois, "a 


Segue do Lema 1 da seção anterior que y = y(x), x E€ [x, — r, x, + r], é solução da 
equação y' = f (x, y) 


e satisfaz a condição inicial y(x,) = Yy 


Demonstramos, assim, o seguinte 


Teorema (de existência). Seja f: Q C R? > R, Q aberto, e seja (Xy 


If E o 
) € 9. Suponhamos f e L contínuas em Q. Nestas condições, a 
Yo P dv S 


equação y' = f (x, y) 


admite uma solução y = y (x) definida em um intervalo [x — r, x, + r]e 
satisfazendo a condição inicial y (x,) = y, 


A1.3. TEOREMA DE UNICIDADE 


Teorema (de unicidade). Seja f : Q C R? > R, Q aberto, e seja (Xy 


Y,) E Q. Suponhamos f e a contínuas em Q. Sejam y, =y (x), x EI, e 


Y, = YXx), x E€ J, onde I e J são intervalos abertos contendo x,, duas 
soluções da equação y' = f (x, y) 


e tais que 
Y) = YX.) = Yoy 
Nestas condições, existe d > 0 tal que 


y x) = y,0) em [x, — d, x, + d]. 


Demonstração 


Seja Q o retângulo 
x asxsx tay T bsysy, +b. 


Da continuidade de y, e y, segue que existe d, > 0, com d, < a, tal que (x, y, (x)) 
e (x, y, (x)) pertencem ao retângulo Q, para todo x no intervalo [x, — d., x, + d,]. 
Pelo Lema 2 da Seção A1.1, | fls, y (s)) - f (s, yXS)I<KI|y(s)-y/s)| 


para todo s € [x, = d, Xat d]. Tomemos d > 0 tal que d < d, eKd<1. 


Como y, = y(x) e y, = y,(x) são soluções da equação tais que y(x.) = yx) = Yy 
aX 


resultam Y1(*¥) = yo + J, f(s, y1(s)) ds 
“O 


PX 
ya(x) =<) + i Ts Yo(s)) ds 
E 


para x € [x, -d, X,t d]. 


Segue que 


< 


aX 
yıx) — y(x) N |fe, y1(s)) — f (s, yo(s)) | ds 


para todo X E€ [x a d, X + d]. Daí 


0 0 


x 


ds 


[=] 


yıx) E Votx) yıls) E Vols) 
Seja, agora, 
M =máx {|y -yx |lxE[x zd, x +d]}. 


Assim, 


Il) — y(s)| = Mı 


( ho ) 


para todo s € [x — d, x, + d]. De © e ©, |y, 0) -y,x) | < KM, |x = xil 
e, portanto, 

1y) = y(x) < KM d 
para todo x € [x, - d, X,t d]. Logo, M, < KdM , 


pois M, é o máximo de |y (x) — y,(x)| em [x, — d, x, + dl. 
Se M, é 0, resulta 


I<kKd, 


que contraria a escolha de d. Daí M, = 0. Logo, 


y) =y x)|=0 
em [x,— d, x, + d] e, portanto, y (x) = y,(x) 


neste intervalo. 


Corolário. Nas condições do teorema anterior, se y, = y (x), x E I, e 


Y, = Y(X), x € J, onde I e J são intervalos abertos contendo x,, são duas 


soluções de y' = f (x, y) 
e tais que 
YX) = yX.) = Yy então 
yx) = x) 


para todo x E IQ J. 


Demonstração 


Suponhamos que exista t € I f J tal que 


y(t) * y(t). 


(Para fixar o raciocínio suporemos t < x,.) Seja A = {s E ] t, x, ]|y() # yx) 
parax E [t,s ]+. 


Provaremos, a seguir, que A não é vazio. De fato, sendo y (t) * y,(t), da 
continuidade de y, e y, segue que existe r > O tal que y (x) 2 y(x)em[t-r,t+r 


I; 


Assim, t+ r E€ A. Logo, A é não vazio. 
Por outro lado, A é limitado superiormente por x,. 


Segue que A admite supremo. Seja c o supremo de A. Assim, c < x, e, 
portanto, c E T()J. 


Devemos ter 
ylc)=yc) 
ou 
y,(c) Ao). 
Se y (c) = y,(c), pelo teorema anterior, existe um d > O tal y (x) = y,(x) 


em [c — d, c + d] e isto contraria o fato de c ser supremo de A. (Por quê?) Se 
y (fc) * y,(c), existe um r, > O tal que 


y(x) * y(x) 


em [c -= r, c + r] que contraria, também, o fato de c ser supremo de A. Logo, 
yx) =y x) emI NJ. 


Apêndice 
2 


SOBRE SÉRIES DE FOURIER 


A2.1. DEMONSTRAÇÃO DO LEMA DA SEÇÃO 9.3 


Inicialmente, vamos destacar alguns resultados que nos serão úteis na 
demonstração do lema. 

Por um polinômio trigonométrico entendemos uma expressão do tipo P(x) = 
q + a, cos x + B, sen x +... +a, cos kx + B sen kx, onde k é um natural dado, q,, 


& -s 0 e Bp B,, ..., B, reais dados. 


Observamos que, quaisquer que sejam os naturais n e m, sen” x, cos” x, sen 
nx COS mx, sen nx sen mx e cos nx cos mx 


são polinômios trigonométricos. De fato, 


| $ 
sen nx cos mx = — [sen (n + m) x + sen (n — m) x]; logo, sen nx cos mx é um 


polinômio trigonométrico. Da mesma forma, conclui-se que sen nx sen mx e cos 
nx cos mx 


são polinômios trigonométricos. Temos, agora, 


| 
— — COS2X; 
= 


| l 
sen x=-— sen x — — sen x cos 2x. 


Como sen x cos 2x é um polinômio trigonométrico, conclui-se que sen? x é, 
também, um polinômio trigonométrico. Fica a seu cargo concluir que sen” x e 
cos” x são polinômios trigonométricos. 


Seja f : R > R contínua e periódica de período 27. Vamos mostrar, a seguir, 
rm Ratt 


que para todo t real, ] fœ) dx = ] f(x) dx. 
T t 


=! 


Para isto é suficiente provar que, sendo 


em+t 
G(t) = ] fœ) dx, tE R, 
então 
G' (t) 0 emR. 


Pelo teorema fundamental do cálculo, 
G' (t) =f (n2 + t) -f(-x + t) para todo t. Como 
f(n + t) =f (7r + t+ 27) = f(m + t), resulta 
G'(t)=0emR. 


Logo, a função 


£ em+t s 
G (t) = ] f(x) dx 
-q +t 


E 
é constante. Como G(0) =] fœ) dx, resulta que, para todo t, 
-m 


(=) 


m Patt 

Í f(x) dx = | fx) dx. 

= ap ti 

(Fica a cargo do leitor interpretar geometricamente este resultado.) Seja é um 
se T 

real dado, com O < ê < pi Observamos que cos x — cos ô > 0 em ] - ô, dl 


| 1 + cos x - cos ô | < 1 em [ -n, —8] U [6, 7]. 


æm y = cos x — cos 6 
[J 


ei aT 


Seja, agora, x, E€ [ 7, 7 ] um real dado. Temos, então, cos (x — x) — cos 6 > 0 


para -ô< x- x, <ô 


-T = x — xo E— 
| 1 + cos (x — xo) — cos ô| = 1 para: ou 
ls sx- xyr 


Observe que 


=OS KIX C SROI Fó 


-N SX-X S-U ő<X-X STN 


são equivalentes a 


xe lex IIi Home]. 


Para todo natural n > 1, seja P o polinômio trigonométrico P (x) = [1 + cos (x — 
x) — cos ôf”. 


(Os resultados destacados anteriormente garantem-nos que P é realmente um 


polinômio trigonométrico. Confira.) Parax, — ô < x < x, + ô, cos (x — x )- cos ô 
> 0. 


Segue, então, da desigualdade de Bernoulli que 
(2) Px) = [1 + cos (x — xq) — cos 8" = 1 + n [cos (x — Xo) — cos 8] 


parax,—0<x<x, +ó. 


Por outro lado, para todo n > 1, 


| P) 


< 1 


| 3 ) 


para -n+x <X<x,—00UXx +Ó<SX<ST+X, 


Lema. Sejam f e g definidas e contínuas em [-7, 7t], tais que f (~m) = f 
(1) e g Cn) = g (9. 


Se, para todo natural n, 


emo ER | 
| f(x) cos nx dx = ] g (x) cos nx dx, n =0 
-F k 


rm rm 
l f(x) sen nx dx = | g (x) sen nx dx, n = 1, 
=" Ed 


então 


fx) =g (x) em [-7, 7]. 


Demonstração 


Seja 
h (x) = f (x) - g (x) em [-x, ni]. 


Segue da hipótese que h é contínua em [~n, n] e h (m) = h (x0). Seja H: R > R 
periódica de período 271 dada por H (x) = h (x) em [- x, 71]. 


Precisamos provar que h (x) = O em [=7, 7]. Suponhamos que exista x, E€ [- 7, 7] 
tal que h (x,) # 0. 


Para fixar o raciocínio suporemos h (x) > 0. Como H (x) = h (x) >0e H é 


; x . ; T 
contínua, pela conservação do sinal existe ô > 0, com O < ô < ~, tal que H (x) > 


0 em Ix, o. X,t ôl. 
Segue da hipótese que, para todo natural n, 


Pa 
| H (x) cos nx dx = 0 
-9 


m 
Í H (x) sen nx dx = 0. 
B 


Então, para todo natural n, 


Pm 


| H (x) Px) dx = 0, 
=" 


onde P é o polinômio trigonométrico mencionado anteriormente. Segue que 
emt 


0 
] H(x) P, œŒ) dx = 0 
-m + Xo 


(2) 


para todo n > 1. (Veja ©.) Como H é contínua e periódica, existe M > O tal que | 
H (x)| < M em R. 
Segue que 


(e) 


|H œ) P, |= | H w || P, Œ |E M 


para - m +X, SX <x, ôoux +ô <x <i +x, (Veja ©.) Por outro lado, H (x) 
P (x) 2 H (x) + nH (x) [cos (x - x,) — cos 6] 


em [x, = ô, X, Ei ôl. (Veja (2).) Daí 
Xp +S PX + xy +S 
| H(x) B(x) dx = ] H (x) dx+n ] H (x) [cos (x — xg) — cos 8] dx. 
Xy — ô X97 ô X97 5 i 
Como 


H (x) [cos (x — x) — cos ô] > 0 


Xn + 6 
em Ix, - 6, XT ô[, segue que Í o j H (x) [cos (x — xo) — cos 8] dx > 0; 
X97 


logo, 


Pã T 


. 0 ô 

lim | H (x)P (x) dx = +00, 
no +e dx, — ô 

. Xq — ô 
Tendo em vista (5), para todo n > 1, Í H (x) P(x) dx 
= + Xo 
e 
m+ Xo 
Í H (x) P, (x) dx| < M (7 — 8). 
Xg +ê 
Segue que existe um natural n, tal que 
rat Xo 
] H (x) P(x) dx > 0, 
-0 F Xo 
que contradiz (4). Logo, h (x) = 0 em [-7, 7]. 
E 
z 2 sen nx 
A2.2. ESTUDO DA SÉRIE 2 Y 
Ti RE n 
Como vimos no Exemplo 4 da Seção 9.1, 
2 5 sen nx 
T qE n 
é a série de Fourier da função 


<M (rm — ô) 


Nosso objetivo, a seguir, é provar que esta série converge uniformemente em [a, 
z] para todo a, com O < a < m. Vamos utilizar o critério de Cauchy para 
convergência uniforme de uma série de funções. Ou seja, para concluir a 
convergência uniforme da série em [a, 7], basta provar que, para todo e > O dado, 
existe um natural n, (que só dependa de e) tal que, quaisquer que sejam os 


n+ 
: s P sen kx p 
naturais n e p, com p > 0, e para todo x em [a, 7t], n> no > > — | € 


k=n 


Conforme aprendemos no Exemplo 3 da Seção 5.3, 


x í 1 
cos— — cos| n+— | X 
2 \ 2) 


sen x + sen 2x +... + sen nx = 


A a 
para todo x € [-7, 7t], com x # 0. Para todo x €E [a,7t], com 0 an, sen — = sen — 


e, portanto, 


Segue que, para todo x € la, 7t], 


cos | n+— | x 
| 2) 


- 


X 
cos — |+ 
2) 


a 
2sen— 
= 


e, portanto, 


B = —, 
Tomando-se a ` vem 


(=) 


para todo x € la, x] e todo natural n > 1. Como 
n+p n+p 

> senkx= 5 senkx— 5 senk, 

k=n k=] k= 


resulta de (1) que 


(19) 


para todo x € [a, 7] e quaisquer que sejam os naturais n e p, comn>2 ep>0. 
Vamos, agora, fazer 


a, = = b,=senkx,k = 1, 


k 


e utilizar o Lema de Abel (Exemplo 4 da Seção 5.3). Tendo em vista (2), segue 
n+p 5 
do Lema de Abel que (3) >. Sen kx|= 2B 


r 
k=n 


quaisquer que sejam os naturais n e p, com n 2 2 e p > 0, e para todo x € [a, 7]. 
Como 


2B 
lim — =0, 
n5+0 n 


segue que, para todo e > 0 dado, existe um natural n, tal que 
2 
n>n > —< e. 
f n 


S) 


Tendo em vista (3) e (4), resulta que, para todo e > 0 dado, existe um natural 
n, tal que, para todo x € [a, 7] e quaisquer que sejam os naturais n e p, 


n+p 
> b> pan <E. 


n > no 
k=n 


Logo, a série 


+00 
x sen nx 

n 
n=l 


alto 


converge uniformemente em [a, x], com O < a < 7. Como sen nx, n > 1, é uma 
função ímpar, segue que a série acima converge, também, uniformemente em 


[-m, —a]. 
Nosso objetivo, a seguir, é provar que 


+ o 
2 y sen nx 
T n 
n=1 


|— 


X 
T 


para todo x em Ja, x] e 
sen nx 


em [-7, —al, para todo a € ]0, 1. 
Consideremos a função 


(Observe que 


|-1- se-m &x<0 
g'a) = s 


| |— se0<x<7%.) 


pm 


A função g é contínua, de classe C° por partes e tal que g (-7) = g (7). Logo, sua 
série de Fourier converge uniformemente, em [-7, 7z], à própria função g. 
Determinemos, então, a série de Fourier de tal função. 

Como g é uma função par 


b=0,n>1 
Temos: 
/ 9 
2 (7 E T 
ag =— | p= = 
m J0 | 27 | 3 
2(7/0 x? 2 
aq ~ pa) x — — | cos nx dx = — =. 
m +01 27 |) q nº 


Logo, para todo E€ [-r, 7], 


Em 2 cos nx 
(5) e ao 
5 12 


4 


Temos 


+o , +o 


> | cos baia |= y | _ senax |. 


nº n 
n=1 n=l 


Como vimos, a série do 2.° membro converge uniformemente em todo intervalo 
fechado [a, 7t], com O < a < 7. Segue do teorema sobre derivação termo a termo 
que a série (5) é derivável termo a termo em todo intervalo [a, x], com 0 < a < m, 
e, portanto, derivável termo a termo para todo x € J0, 7z], ou seja, 


+o 
P) 


+ o 
7 m 2 cos nx 2 sen nx 
pos E2 Se | qd 
O T pE T 


n 
n= 


å IELA — P o 
para todo x € ]O, z]. Como, neste intervalo, 8% = = resulta 


+ o 
SEN AX -a i ; 
Da o a a 


alo 


X 
T 


sendo a convergência uniforme em todo intervalo [a, x], com O < a < n. Da 
oo 


; Xx 2 sen nx oito eaii 
mesma forma, conclui-se que —1- — = — X ;—7<x<0 
T T n 
n=1 


sendo a convergência uniforme em todo intervalo [—7, —a], com 0 < a < r. 


A2.3. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DA SEÇÃO 9.4 


Teorema. Seja f: R > R periódica com período 2 7t e de classe C’ 
por partes em [-7, 7]. Sejam a„ n >0,e b,n > 1, os coeficientes de 
Fourier de f. Então, para todo x real, tem-se 


o0 
ap 


+ 
fo)= L+ s [acos nx + b, sen nx] 


a 
4 Bes 


se f for contínua em x; 


e rfm + 00 
FITI J + 3 [a2 cos nx + b, sen nx 


p o) 


n=1 


se f não for contínua em x. 
Além disso, a convergência será uniforme em todo intervalo 
fechado em que a f for contínua. 


Demonstração 


Faremos a demonstração apenas para o caso em que a única descontinuidade 


de f no intervalo [-7, 7] seja a origem. Suponhamos, então, que f seja dada por 
[fi(x) se —7<x<0 
Lh(x) se 0=<x=<7, 


fo) = 


onde f: [-7, 0] > Re f: [0,7] > R são de classe C? e tais que f Cm = f, (m) 


1.º Caso. fiO = -lef (0)= 1 | 


se-rEx<O0 


T 
X 

I-— selsrsr 
T 


Seja h : [-7, 1] > R dada por 


Conforme vimos na seção anterior, para x €E [=x ml, 


[= | 


+ 00 arr í . n -Æ+ 
5 | h (x) sen nx dx |sen nx = | j NE) E E E o 
n=1[“—7 | co 


sendo a convergência uniforme em todo conjunto da forma [-7, —a] (J Ta, 7], 
com0<a<a. 

A única descontinuidade da f no intervalo [—x, 7] é em x = 0. O que faremos, 
a seguir, é eliminar esta descontinuidade subtraindo de f a função h. 
Consideremos, então, a função g: [-7, n] > R 


dada por 
g x) = f(x) — h (x). 
A função g é contínua, de classe C” por partes e tal que g (=77) = g (m). (Confira.) 


Segue que, para todo x €E [-m, rm] (veja teorema da Seção 9.3), 


MN) 


> +00 
x ý é 
)-h(x)="04 s [a cosnx+ b, sen nx). 
Jd ” af- mi n H 
4 n=1 


onde 


LT 
an — E (f(x) — h (x)] cos nx dx, n = 0 
q er 


l E 
ba = —]| [FO — h (x)] sen nx dx, 
T A-r 


sendo a convergência uniforme em [-7, 7]. Observe que a série de Fourier que 
ocorre no 2.º membro de (2) converge para g (0) = f (0) — h (0) = 0. Como 


fa 
] h (x) cos nx dx = 0, n = 0., 
are 


pois a restrição de h ao conjunto [-x, O[ | 10, x] é uma função ímpar, resulta que 
fm 
ii A f(x) cos nx dx,n = 0. 
T s-r 


que, para todo x E€ [-m, x], 


(2) 
+00 [eg 
R()= 3 [E resen arar] ni * 0, 
i 


+ 
1 ` 
fO-hg=D4 s (a, cos nx + b, sen nx). 


á n=l 


Segue que, para todo x € [-n, nn) com x * 0, 
— + 00 
(3) fœ = = + 5 la, cosnx+ (b, + B,) sen nx], 

-= ŠI 


onde 
L F o 
S= ] f(x) dx, 
T -mr 
em 
Ep ] f(x) cos nx dx 
T e- 
e 
l mT 
gr e f(x) sen nx dx. 
mT d-r 


Logo, a série que ocorre em (3) é a série de Fourier de f. Para x = 0, a série que 
ocorre em (3) converge para 0, pois as que ocorrem em (2) e em (1) convergem 


m + r» = 
para 0. Observe que iar iB. =0. 


Conclusão. A série de Fourier de f converge para f (x) se f for contínua em x e 


para TESEI) 


pa 


se f não for contínua em x. Como a série (1) converge uniformemente em todo 
conjunto da forma [-7, —a] [J la, 7], com 0 < a x, e a série (2) uniformemente em 


[-7, 7t], resulta que a série que ocorre em converge uniformemente em (3) todo 
conjunto da forma [-7, -a] [J [a,x], com O < a < 7. Por razão de periodicidade a 
série que ocorre em (3) converge uniformemente em todo intervalo fechado em 
que f for contínua. 


2.º Caso. A(0=-aef(0)=aa F0 


Basta, neste caso, considerar a função 


g: [7r n] > R 


dada por 


g (x) = f(x) — ah (x) e proceder como no caso anterior. 


3.º Caso. A(0=aecf(0)=B 


Neste caso, considera-se a função g: [-7, n] > R dada por 
g (0) = f(x) — P-a h (x). 
Bj 


Observe que 


á + (07) + f (0+) 


9 


Fica a cargo do leitor pensar na situação geral. (Veja referência bibliográfica 
22.) Para mais informações sobre as séries de Fourier, veja referências 
bibliográficas 12 e 25, onde são feitas várias aplicações das séries de Fourier às 
equações diferenciais parciais. 


A2.4. UTILIZAÇÃO DAS SÉRIES DE FOURIER NA 


DETERMINAÇÃO DE SOLUÇÃO PARTICULAR DE 
UMA EQUAÇÃO DIFERENCIAL LINEAR DE 2.º 
ORDEM, COM COEFICIENTES CONSTANTES, 
QUANDO O 2.º MEMBRO É UMA FUNÇÃO 
PERIÓDICA 


Vamos mostrar, através de dois exemplos, como utilizar as séries de Fourier 
na determinação de uma solução particular de equação da forma y" + by' + cy = 


fx) 
(b e c constantes), onde f : R > R é suposta periódica de período 2 7. 
EXEMPLO 1. Determine uma solução particular da equação y” + 2y = f (x), 
onde f : R > R é periódica de período 2 x e dada por f(x) = X°, -7 < X < 7. 
Solução 
Para todo x, 
de eai 


z q“ 4 
f)=— + LX (IS 
3 n=1 = 


cos nx. (Confira.) 


Vamos, então, tentar uma solução particular da forma 


+ 
+ 5 a, COS NX. 
n=l 


Vamos, por enquanto, admitir que a série seja derivável, duas vezes, termo a 
+o 


termo. Assim, (2) Yp = 5 —n? ap cos nx. 
n=1 


Substituindo (1) e (2) na equação dada, 
Ea y T 2 piy 4 

ao+ X (2— n^) an cos nx =— + (—1" — cos nx. 
n=1 | nº 


Devemos ter, então, 


a e 
di 
e 
2 n 
(= ya, =I) Fê n= 1 
Logo, 
4(=1P 
an (2—n?)n? 
Como 
a 4(— 1)" 4 
(3) — cos nx | | = — nz2 
E (2 —-nº)nº nº —2 


(e) 

a 
A 
+ 
8 


4-1)” 
—+ E IU cosnx 
n=1(2—nº)nº 


é duas vezes derivável termo a termo. E claro, então, que 


2 +o j n 
TÅ 4(—1) 
Yp = — + 5 ——— cosnx 
6 n=1(2—-nº)nº 


é realmente uma solução particular da equação dada. (A desigualdade 


amem 


obtemos 


+o 
An ; E 4(— 1)" 
garante-nos d convergencia uniforme da série E = cos nx 
n=1| (2—nº)nº 


e, portanto, a série (4) é duas vezes derivável termo a termo. Reveja teorema 
sobre derivação termo a termo de uma série.) E 


EXEMPLO 2. Determine uma solução particular da equação y” + 4y = f (x), 


onde f é a função do exemplo anterior. 


Solução 
sq 7 uid É dai 
y + dy dio AE 4 cos x + cos 2x + 2 (—1) — Cos nx. 
3 n=3 nº 
Temos: 
Tm? 4 
H- S o e 
12 3 


é uma solução particular para a equação 


q do 
y” + 4y = — — 4 cos x. (Verifique.) 


Vamos, agora, procurar uma solução particular y, = y, (x) para a equação y” + 4y 


= COS 2x. 


Temos aqui o fenômeno de ressonância. Uma solução particular é 


ya = — x sen 2x. (Verifique.) 


eoa 


Por outro lado, 


+ 
y 2., CY 4 os nx 
3 = — 7 COS 
i i (4—n?)n? 


2 


n=3 
é uma solução particular para 
+ 00 4 
Wr+4g= È (DS cosn, 
E y n=3 no 


Pelo princípio de superposição, 
Y, =Y, +Y, * Yy OU seja, 


m? 4 l (—1)” 4 
IE aE DRT E —s r COS ny 
; 12 3 4 ope (4—nº)nº 


é uma solução particular para a equação dada. 


Apêndice 
3 


O INCRÍVEL CRITERIO DE KUMMER 


A3.1 LEMA DE KUMMER 


O objetivo desse apêndice é estabelecer o incrível critério de Kummer, Ernst 
Eduard Kummer (1810-1893). Nesta seção, será estabelecido o lema de 
Kummer, em que a série telescópica entra de maneira decisiva. 


Lema de Kummer. Sejam a, e b, duas sequências, com a, > 0 e b, 


> 0 para todo natural k, e suponhamos que existam o > O e um natural m 
E apr ibr+ 
tais que, para todo k > m, bk E Ga, 
ak 


+00 
Nestas condições, a série X ay será convergente. 
k=0 


Demonstração 


Da hipótese, segue que, para todo k > m, 


a,b,- apb; Z 0a, > 0. 


Daí, para todo k > m, ab, > a,b Assim, a sequência ab, k > m, é 


k+1 7 k+1’ k k 
decrescente e limitada inferiormente por zero, pois a, e b, são positivos para todo 
k. Logo, ,}™M ak existe e é finito. Segue que a série telescópica 

ada ks +00 
X (abp-ap,,b;,1) é convergente. Da desigualdade anterior (observe que tal 
k=0 


desigualdade é equivalente a 0 < oa, < ab,- a 


kabra) e tendo em vista o critério 
5 


de comparação, segue a convergência da série X ap. 
k=0 


A3.2 CRITÉRIO DE KUMMER 


Juntando o lema de Kummer com o critério de comparação de razões, temos 


o incrível critério de Kummer. 


+o +o 
Critério de Kummer. Sejam 5 ape © d, duas séries de termos 
ai k=0 k=0 
positivos, com 5 dk divergente. Suponhamos que 
k=0 
za | ak 2 
lim Era 8 —— |=H 


ko +! dk ak d+ ] 


com H finito ou infinito. Nestas condições, tem-se 


+o 

a H>0o0ouH= +% > 5 a convergente. 
k=0 
+00 


bH<OouH=-—-o > se ak divergente. 
= 0 


Demonstração 


a) Se H > 0 ou H = +œ, tomando-se o > 0, como < H se H > 0, existirá um 
l ak] l 


=ø., Pelo lema de 
dk ak dk 


natural m > 0, tal que, para todo k = m, 


+20 
l E E 
Kummer (by =) a série X ay será convergente. 
dk k=0 
b) Se H < 0 ou H=-o, existirá um m > 0 tal que, para todo k > m, 


l al l <0 

dk ak dk 
aäk+l  dk+l 
e, portanto, S 
ak dk 


+00 +00 
X dy é divergente, segue que © ay é divergente. 
k=0 k 


. Pelo critério de comparação de razões e lembrando que 
=() 


+o 
Observação. Para o lema de Kummer, a única restrição para a série X d, para 
) 


todo natural k. Entretanto, para o critério de Kummer exige-se que 5 dą seja 
k=0 


uma série de termos positivos e divergente, isto porque na prova da parte (b) 
utiliza-se o critério de comparação de razões. 

O critério de Kummer é uma “fábrica” de critérios para convergência e 
divergência de séries de termos positivos: é só ir escolhendo a seqüência d, que 
torna a série de termo geral d, divergente. É claro que ele próprio é um 
critério para convergência e divergência para séries de termos positivos. A 
primeira escolha é, evidentemente, d, = 1, para todo k. Com esta escolha temos 


(1 ar 1) an A akyl | 
lim Skid |= lim |1- SL |= H 
ko dk ak dk | ko+ol dk |) 


que é equivalente a 
e ap 
lim =+ =1 —- H. 


k—=>+% dk 


a ap 
lim H 
k—=>+% dk 
> l, teremos H < 0 e, portanto, a série será divergente. Com a escolha 


Assim, se <1 ẹ, portanto, H > 0, a série será convergente; se 
. ak 
lim SH 

k=5+o dk 

d,= 1, o critério de Kummer nada mais é que o critério da razão. 


Se com a escolha d, = 1 ocorrer H = 0, o critério de Kummer nada revela. 


Escolhe-se, então, dk = 


| l : 
(ou dk = T mas com a escolha dg ES as coisas 


ficarão mais elegantes). Temos 
(1 a 1 | | ak | 
lim a |= lim | k-1- “+z |=H 

k>+ol dk ak dk) ksa ak ] 


que é equivalente a 


l na | 
lim k [= |=1+H. 
ks + ak |) 


: [ ar | Sm F 
Se lim k| 1— t+ |[>1 e, portanto, H > 0, a série será convergente. Se, por outro 
k= + ak |) 


A | eus E da 
lado, lim k| | == |<1 e, portanto, H < 0, a série será divergente. Com essa 
(+00 À dk j 
escolha o critério de Kummer é equivalente ao critério de Raabe. 
l izok z 
Se com a escolha dy “s ocorrer H = 0, o critério nada revelará sobre a 


convergência ou divergência da série. Escolhe-se, então, 


dk (ou dk = . Neste caso verifica-se que 


o l | 
(k— ln(k —1) klnk 


o i jk A 
dk ak dk4l k \ kj ak ) 


k- 
Como lim : 
k5+0 k 
lim — Mt l ligo lim Ink k| 1- Sl Re =] +H. 
k—=+œ\ dk ak dky) k=+ ak ) 


k 
In| 1 | =—1 (verifique) segue que 


Neste caso, o critério de Kummer é equivalente ao critério de De Morgan. 
Se com essa escolha o critério de Kummer ou de De Morgan não decidir, 


escolhe-se dk e calcula-se H. Se H = 0, escolhe-se 


E k In kIn(In k) 
| 


dk e assim por diante. 


É k In k In(In k) Inf In(In k)] 


RESPOSTAS, SUGESTÕES OU 
SOLUÇÕES 


CaríruLo 1 


1.1 
— (—1 n+l 
1. a) ap = 1 — (—1)',n = 0 c) ato qui 
n 

a > 

2. a) — b) 0 c)2 d) e) e“ h) se æ > 1; +% sea = |1 
4 E EA 

l 

j) Z n) 1l 0) 0 ie 
3. 1. Observe que sy = 1 — 
ERS r n+1 

b)1 


4. a)0 


(in (a, a, ...a )) (Ina +lna, +...+lna yn ese 
elin 12 n” =e 1 2 nº". Agora, utilize o 


J. nja a ... ay = 
Exemplo 8. 
| 
7.a) — b)1 
e 
8. Para todo e > 0, existe um natural nọ tal que n > ng = a, > €. Logo, n > no = bp > &; 


ou seja, lim b, =+. 
n —> + 


| | é l 
9. —— = an — a S —; como lim — = 0, segue do teorema do confronto, 
n n n5+e n 
lim an= a. 
n— + 


| 


p e 
=, 0<x +y“ = 1. Desenhe tal conjunto. 
qx? + yi 


13. a) 27. Volume do conjunto O = 7 = 


IN 


; + RR a 
b) m. Volume do conjunto 0 = z x“ + y = 1. Desenhe tal conjunto. 


Gir" 


c)Sea>l, 


2 ; sea S 1, +% 
a-—l 
e) 27 


18.a)1 b) 0 c) 0 J) cos xo g)e h) 1 


l a 1 a | 
19. a) an = — | an -1 + ; n > 1; a — a = — An —1 + —a = 
2 Un —| 4 an-ı 
2 
1 z 
df; . Daí az — a = 0 paran = 1. 
n— 
l 
b) an+1— än =— — an + — =s 0 
214 an 
a l a a l a a a 
c) an +1 — a =_ | a, -— |+ — — = 
n+1 = an An +1 2 An In n+l 
l a a a l 
2 An 2 2 An-| 2” a 


d) Considere a sequência de intervalos encaixantes 


E a | z z, a | E agi Ea] DO... Dec) segue lim [an =| = (). 
al a? an n—> +% An 


Pelo princípio dos intervalos encaixantes (veja Vol. 1) existe um único a tal que, para todo n, 


a , 1 
— <a<a, Daíla, —a |< 


& . 
o ——— [a = z) e. portanto, lim ap = a. Segue que 
An L 


n— +2 


l Q g= . . 
a= Z a + — | e, portanto, a = va. (Para brincar, vamos calcular um valor aproxima- 
a 


= 2 
do para 42, pelo método dos babilônios. Tomemos aq = 1. Temos: aj = - [1 + E = =: 
2 5 
gps É 2º apos [+55] a S = 1,41421. O método dos 
2 VE MiriZ 2 MAM N 408 


babilônios é um caso particular do método de Newton para o cálculo da raiz m-ésima de um 


-— 


| 
número real æ >0: an +1 = —-. jor — lan + 


a 3 ; 
Jl Veja: Té a reta tangente ao gráfi- 
m 


m 
an 


n 2 . . a a 
co de y = x? —a no ponto (a,. a”! — a Ja, + | é a abscissa da interseção de T com o eixo x.) 


m 


m/2 m/2 i z 
20. a f sen? x dx = | sen?! x sen x dx = —cos x sen? ly E + 
0 O T di 
f g 


Fi. 3 pi mi2 = mi2 
+(n— 1) i cos“xsen ^xdx=(n— 1) |, sen” 7+4 x dx— (n— l) |, sen” x dx. 


mi2 j 5 mi2 m ' 
| sen? t4 x dx | sen" +! x dx 
0 


O rest S O UE | . 
c) = à E E” s |. Pelo item a): 
| sen x dx | sen“? x dx 
0 0 
q!2 y , 2n+1 qm? 
| sen?” +2 vxdy=>—— | sen?” x dx. 
0 2n + 2 J0 
d) É só aplicar o item a) e) Teorema do confronto. 
1.2 


. an R 
1. a) Convergente. Proceda como no Exemplo 1, considerando a função — 
JE 


b) Divergente. Proceda como no Exemplo 2, considerando a função 1 JE 
J; 


lim s < k! (verifique). 


= 92 L 
C) nto ? E portanto, convergente d) Para k > 1, 2x 


Conclua que é convergente, comparando com a sequência ty = 


> 
I Ma 
fem 


e) Convergente 


f) lim 


Sn =,» Portanto, convergente g) Divergente para +00 
n> + = E 
h) Divergente para +00 


2. Observe que an +1 = 42an. n= 1. 
6. Convergente. 


CAPÍTULO 2 


2.1 


l.a)2 l 


b) j= d) +% 
e-l 
is dec o —b ) onde bp = 
“O ga k 4k+1 
inte Zo — bg +1) onde bp = l 
18 3 kal k k+1 k 


k(k + I(k + 2) 
+= | 
8) IS Omn onde by -a 


h) E =(a+@ +++...) +E +E a+.) Hn). 
(1 —a)? 
| 
Sei 
P:P 
+o 
jreng = (1-5 41-14...) (Cuidado. Não é 
8 2k=0|4k+1 4k+3| 2 \ 3 > '{ j 
telescópica!) 
pi Ep l 
Y Aant (bg — ) onde bg =—=—— 
ti ai t= Egry 
3.a)In2 ©) In $ 
n k 
6. b)n (1-a) =— f“ . a 
0 


x” 
x= S | dx. Daí 
p= k=1 k => 


n k | 
n(l-a)+ 3 E <- l fixr me d 
= 


k=1 k 


7.a)ln2=-—-In— = —in (1 — = > 


to | — 
am 


anti 


8. Por 6b, o erro, em módulo, é inferior a ————— . Como a = 2 devemos deter- 
(n+ D(1— a) 2 


l 


minar n de modo que < 1075, Basta tomar n > 13. 


(FED 
E | 
12. Por lla)ln2 = 2 Po GREDIEST Por 9b): 
In2-2 $ e a = E . art" com « = E Devemos determinar n 
k=0 (2k+1)3%k+1| 2n+3 1-a?’ 3 
de modo que E ig = 1075. Basta tomar n > 4. Em relação ao Exercício 8, 


= 7 
2n+3 83%+3) 
a convergência neste caso é muito mais rápida. 


13. 0) In 2 b) S 


+2 
E A | . . l 


4 4k=0|4k+1 4k+5 
pes E Ja 
2k=0|(4k+IX4k+3) (4k+1X4k+5)| 16 


Cc) 1 pi D O eb, 
8 k=0|(4k + D(4k +5) (4k+5X(4k +9) 40 


1 | | 
E E a 
Aee IX4k + 34k +5) (4k +D(4k + 54k + z| 


= Sr = 12 
=} Z= = E = Es (Sugestão: Continue. Por exemplo 
480 
x se MO ad ra 
k=0 (4k + D(4k + 3)(4k + 5)\(4k + 9)X(4k + 13) 
+ 

| 


I} ——— = ape. 
k=0 (4k + D(4k + 34k + 5)... (4k + 4p + 1) P di 


16. Sugestão: arc tg $ = 2 arc tg = + arc tg B e daí 
arc tg : — arc tg E = arc tg = + arc tg 8. Agora, ache 8 pela fórmula 
i + 
l — tga tgb 
= 2 = ; = 
17. a) 2 arc tg æn = atg amn- 1 > —; = Am — 1 Daí, Amn- 1 Q +20,— q) 1=0. 
m 
-1+ |1+a2} 4 
Dea, >0,4, = ii dis A 


m mo 
m-i 


T 
b) æg = 1; 2 arc tg a; = arc tg @o r k ad a > 
2 T 
=> 2° arc tg a = 2 arc tg q; = 7 


Gm —1 QAm-1 
Ee 


c) De a) segue: q = — m 
I+ q! $ Qm -1 


d) Segue de b) e da fórmula de Gregory. 


e) Use a parte b do Exemplo 7. 

f) Basta fazer n = O em e). Geometricamente, q é a metade do lado do 
polígono regular de 2m * * lados circunscrito ao círculo de raio 1. (Confira!) 
Assim, «, é a metade do lado do quadrado circunscrito ao círculo de raio 1; qa, é 
a metade do octógono regular circunscrito ao círculo de raio 1 etc. Deste modo, 
É ida æ é o semiperímetro do polígono regular de 2m ` ? lados circunscrito ao 

T A 


z . ~ . (= z n 
círculo de raio 1. Observação: Partindo de a, = 43 obtém-se 3 2” arc tg a. 


Neste caso, « é a metade do lado do polígono regular de 3:2 lados circunscrito 
ao círculo de raio 1. Deste modo, 3:2m œa” é o semiperímetro do polígono 
regular de 3:2” lados circunscrito ao círculo de raio 1. Deste modo, 3-2” « „é o 
semiperímetro do polígono regular de 3-2” lados circunscrito ao círculo de raio 
1:3:2º0º=3 43 é o semiperímetro do triângulo equilátero circunscrito ao 
círculo de raio 1: 3-2! a! = 2 43 é o semiperímetro do hexágono regular 
circunscrito ao círculo de raio 1 (como o hexágono regular inscrito tem 


semiperímetro 3, resulta 3<7<2,3);3-2a,=12(2-13) é o 
semiperímetro do dodecágono regular circunscrito ao círculo de raio 1 (como o 
dodecágono regular inscrito tem semiperímetro 
6,2 — 3, resulta 64/2 — 3 < m < 12(2 — 3) etc. Observamos que 3-2? a, = 


semiperímetro do polígono regular de 96 lados circunscrito ao círculo de raio 1 
foi o valor de 7 encontrado por Arquimedes. (Sugestão: avalie n pela fórmula 
de Arquimedes e em seguida, avalie m pela fórmula 


2k+| ik 

n - n 2 

ramp 5 tja 5 O 
k=0 2k41 k=0 2k +1 


tomando n = 1. E claro, quanto maior o valor de n, maior será a precisão. 
Estime o erro.) 18. Por indução. Primeiro vamos mostrar que é válida para p = 


2 +% 
1. De fato Pos a 
+ + + D aLe 
zo 2 oe | 2 
ele Ss tas der A = >} = portanto, 
k=1 k(k + 1) 6 k=1| k4 k(k+1) k=1k4(k +1) 


é válida para p = 1. Vamos agora mostrar que, sendo verdadeira para p, será 
também verdadeira para p + 1. Temos 


2 p +o 
E E e 
6 k=1k k=1 k? (k +1)(k + 2) ... (k + p) 


Por outro lado, 


+o +00 
l 
5 ————— =D I (bg— b+) onde 
k=1 k(k +1)... (k+ pXk+p+1) p+il k=1 ali id 
1 | 

b, = ————, Segue que ———— = 

Eo EFD T N A 

+o 2 p 

k=1 k(k+D(k+2)...(k+p+1) 6 (p+1) k=1 ķ2 

+o 
l 
+p! | È (ap}—ar41)|, onde ap = —————. Portanto, ... (Observe que 
£ E i o| k K+.. (k+ p a 
+o 1 


lim p! Z ————————————— =0,) 
p>+o k=1 kẹè(k+1X(k+ 2)... (k+ p) 


19. Faça a prova por indução, utilizando o exercício anterior. 


20. Sugestão: In (n + 1)- In n — , n= l, éaáreadaregiãon<x<n+1e 


Lo 141 l 2o 2 = 
< —e—|—— é a área da metade do retângulo n < x < n +1 e 
n+1 E +1 
l 


n+1 i no 


An+1 _ 2n+3 hn 


< 1l, n = 1. (Verifique.) 
An 2n+2 yn+1 


| | | | 
--natnd+59)+ind+oD+..+rind+-—) Em ea 
b) an =e 2? 2 4 2n eutilize a sugestão. 


| dt To SE, ga 
23. a) ln (n + 1) — Inn — — = h (1 + —)— — —— = 5 (-1 —— 
n+1 Es E: 


n n 1+1 k= kn 


p. sa É SE | oa | af qu) 
es > RT A paia Er CR) 
= () n k=1 n k=1 n = k n 


n k=2 k 
3 | ser 2 mes q g ae j 
b) Pense você! (Veja: y = ~- n2- - Z — +> 5 —-> X — +.. 
Dang 2 2 n=2nº 3 n=2 nº 4 n=2 nf 
inn et 1 
Como a série 5 (1) +15 + 5 — éaltemada (verifique), resulta 
k=2 k n=2n* 
3 É k=1*21 o CO g 
-|>- m2- E -D — so |< I — 
dd É k=2 k n=2nº p+ln=2nP+t! 


+00 l 


— pE. ie = A convergência pode ser melhorada. Fica a seu 
p+In=2nPtl p+li p p+l 
= 
k 


P +o kcd "q 
cargo verificar que y= E —-—lInp—- E (DE E Se, portanto, 
k=1 k=2 k n=pn 


AR E Ei ae” i 
-|5--mp- X ts — || < —— 
Y RE P Pis k n=pnk q+1 a=pnst! 
e O. js A º q>2ep>2 
qti q(p—- DI atp 
a E] LH 4 
Observe: X — — In p é aproximação por excesso de y, ÈE — —Inp-— XL — é 
k=1k k=1k 2 n=pnº 
tes m? 1 | 
aproximação por falta. Lembre-se: e Seção | ota fieis ion 
n=p nº 6 2a Co 
p=2leq = 2, temos 
a m? 1 | Li 
— EocnnS+aS(l+ tt) -3 
ý E 2 21 2 E| S; 


Fazendo as contas: | y — 0, 5764 | < 107° e 0,5764 é aproximação por falta.) 


2.2 


gr: ; l l l 
1. a) É uma série alternada, i lim sen — = 0 e, para m > n = 1, sen — < sen —. Logo, 
(> +o 1 


a série é convergente. 


b) É uma série alternada, lim 7 =0e 
n5+to nº +3 n 


n3 , j 
r é decrescente no intervalo 
+3 


[2, +œ[. Logo, a série é convergente. (Veja, f(x) = x > f(x)= axt +9) 
id PM da l (x* +3) 
daí f'(x) < 0 para x = 2.) 
| 
À In k . E In k 
c) É alternada, lim SEs lim k- Oe SE é decrescente em [3, +%[. (Veja: 
koto k k>+ə 1 k 


nx) 1-Inx cat 
=) = E < O para x = 3.) Logo, a série é convergente. 


d) É uma série alternada, lim 27” =0€e2"" édecrescente em [0, +o]. Logo, a série 
>+ 


n o 


e E dica fieis ú l 
é convergente. (Observe que se trata, também, de uma série geométrica de razão a 


2. a) É só obse "gd $ l 5 l : : 
. @) E só rvar que — = —s + = =. — 
i k=1 k? k=0(2k+D?  k=1 (2k)? EO GEADA 
n 
l sl 
RA 
aa 
b) 
12 


n : 1 l 
c) |s -Z (— t+ = 
=] 


TA wi Logo, n = 31. 


CAPÍTULO 3 


3.1 


e a T 
1.0) É convergente, pois [7 l ta. 
a) É convergente, pois p = x 2 
a gs l me 
b) É convergente, pois Í ———— das | > d. 
3 tina 3 as 
: js qu To q 
c) É divergente para 0 < a = 1, pois k dx = ik dx = +00, É con- 
3 nz 3 hz 
l a 
vergente para æ > 1, poi E x JL 
a E a 3 m 7 x 
+o T 
d) É convergente, poi | e E 
i a o TE 4 


l 


e) Divergente. (Observe: [In (In Ink)]' = ———————.) 
5 l k In k In In k 


Convergente. ) Divergente. h) Divergente. 
P g g g g 
É DE E 1 
6. b) E Dk. ZoF = pi | que é uma série geométrica de razão io Logo. 


conv bao para « > 1 e divergente para a = 1. (Utilizamos o critério de Cauchy-Fermat, 
com E = 2.) 


+o k T 
7.a) Saa = dh . Logo, convergente para œ > 1 e divergente para a = 1. 
k=2 e* [net] k=2 k“ 
ps a E E, E 
) = 5 . Por outro lado, ed 
k=2 ek In e& [ln (In e) k=2 k [ln kJ k=2 e [In Je 
+% 
= eT EE - Logo, convergente para œ > 1 e divergente para a = 1. 
c) Convergente para a > 1 e divergente para a = 1. 
d) Divergente e) Divergente 
3.2 


1. a) Convergente 
b) Convergente 
c) Convergente 
d) Convergente 
e) Divergente 
f) Divergente 


g) Divergente 
h) Convergente 
i) Convergente 
j) Divergente 
D Convergente 
m) Convergente 


3. Convergente. 


6. a) Divergente 
b) Divergente 
c) Convergente 
d) Convergente 


3.4 


1. a) Convergente 
b) Convergente 
c) Convergente para O < a < 1. Divergente para a > 1 
d) Divergente 
e) Convergente 


3. a) 0<x<1 
b) 0<x<1 
c) 0<x<1 
d) 0<x<2 
e) 0<x<1 
A x>0 
g) x>0 
h) x>0 


4. In1<lnxln 2, para 1 <x < 2; daí In 1 = fim x dx S In2. 


ln 2 <ln x< ln 3, para 2 < x < 3; daí 


3 
In2 = | In x dx = In 3 etc. 
ji 


Observe que ln 1 + ln 2 + ... In (n-1)=ln (n- 1)! 


n! e" : em z re 
5. —— že; logo, lim não poderá ser zero. A série é divergente. 
n n= +o nº a 
Vejamos outro processo para resolver o problema. Seja an = —;—. Temos 
n 
a e 
EA = = poi | PE 
an í L 
A 
\ nj 


Assim, para todo n 2 1, a, + 1 > a „ Segue que a sequência a é estritamente 


crescente e como a, = e, segue que a > e para todo n > 1. Daí, lim an não 
1 n n— +% 


poderá ser zero. 


6.0<x<e 
3.5 
/ am E 

ss E ak +i | ak+1 | dk +1 

7. a) E só observar que lim =] eque k| 1 — | —— | =k E =” 
k=>+o dp | ak j ak 
" ( aj m—l 
ak c+1 
+ as | | 
ak | dk 
EE da : Ed: +15] 

8. Segue da hipótese que existe k, tal que, para K = Ko» E . 


CAPÍTULO 4 


4.2 


Lumix b) Para todo x oJj-l<x<l dj-l=x<= 


ejx<o0 PIxi<e g)Ixi<il h)lxis 1 
2. a) {0}. A série converge apenas para x = 0 A a 5) À Cas! A | | 
a go Xx z X 
3.a) f(x) = —, Ixi <1 b) fœ) = ——, Ixl <1 
p= (1— x)? 
4.3 
+o 
la ema MA 
k=1 k 27 ds E F 
z Em 
Vamos construir a série X by pedida. Seja n, o menor natural para o qual 
k=1 
EIE EE is sm 10. 
3 5 2m —1 
(Tal n, existe, pois 
i 24 l 


+... = +0.) 


I+>+>+...+ 
2n=1 


Fica construído, assim, os n, primeiros termos da série procurada. 


E LARES T ml ; 
3 1! 2ņ-l1 


É claro que 


EARE MEE. 
3.5 2n — 1 


= a < 10 (por quê?). 


Ls ES 
— éo termo bn, + | da nossa série; isto é: 


ds 


n +l l l I 


l 
IE b =l1+>+- +... +—-. 
k=1 3 5 2n-—1 2 


Seja n, o menor natural para o qual 


n +l 

l l 

z E TEE E DD DD, 
k=l 2n +1 2m+3 2m —1 


l 
Somando =a 1.° ao 1.º membro temos novamente uma soma menor que 10. 


Repetindo o raciocínio acima, construímos uma série que é uma reordenação da 
série dada e cuja soma é 10. Confira. 


CAPÍTULO 6 
6.1 


1. a) fix) = 0 sex < 0e f0) = 1. D;= ]—æ, 0] 


b) f(x)= lim i . Então 
n5 +00 + + x2 
n 
O se x=0 
f(x) =; 1 : 
d [z se x%O 
E: 
c) fx) = O para todo x d) fx) = A e) f(x) = Es, fo) =Ixl 
x 
s O se x#0 
DA) =x h) f(x) = | | n : Ed 


6.2 


La)fu)=0,xHo. 


c) 


: 5 l já 
Como lim f(x) — flx)l= +00, tomando-se e = —, não existe n, que torna 
x > 0* 4 


a la 
verdadeira a afirmação: “para todo x > 0, n > ng = If) — fo)i< =. 


pan 


Logo, a convergência não é uniforme em 10, +o[. No intervalo [1, +o[ a 


a a | 

convergência é uniforme. De fato, dado e > O e tomando-se n, tal que FTE KE, 
O 

para todo x em [1, +oo[ 


l 
n > ngo > TSE 
nx“ 


, 


E j | 
2.0) flx)= lim >—— = Ixi<1. 
` n5o+o x—1 = 
n+1 
b) lim If) — fO)l= lim = +%; logo, não existe ng tal que, para todo x 
x>I- A S i i 


em [0, 1[, 


. : | 
n > no 5 fal) — fix) | < o 


aa 


Ou seja, a convergência não é uniforme no intervalo [0, 1[. Vejamos como as 


coisas se passam no intervalo [0, r], com O < r < 1. Para todo x € TO, r], 
xn+1 pn+HI 


r” +1 
lim = 0, 
n5+o l-r 


r+ l 


dado e > 0, existe ng tal que < e para n > ngo. Daí, 


rnt | 


l-r 


n> n > fl) -fls 


para todo x € [0, r]. Portanto, a convergência é uniforme em [0, r]. 


| 
3.a) f(x) = —=,x+0 
x 


+] a 


to | — 


c) A convergência não é uniforme em 10, +o[. No intervalo | 


convergência é uniforme. 


; | 
5. a) f(x) = — sex + 0efO) = 0. 
X 


b) A convergência não é uniforme em R, pois as f, são contínuas em x = 0 


mas a f não. A convergência é uniforme em [a, +o0[, a < 0. 


CAPÍTULO 7 


7.3 


1. a) Para todo x e para todo natural k > 1, x? + K > kè e, portanto, 
| l 


< 


x+ K' 
a X r 
Por outro lado, -r < x <r e |x | < r. Então, para todo x e [-r, r], E = E 
P = “= 
+o 
A série 5 PE é convergente. Pelo critério M de Weierstrass, a série dada é 
k=1 kº 


uniformemente convergente em [-r, r], para todo r > 0. 


k ai 


X } 
b) Para todo x e [-r, r], —| = —. 
k! k! 
ran EE RE s ui = 
Como a série = T é convergente (verifique) segue do critério M de 
| fa! & 
Weierstrass que F E 
k=1 k! 


é uniformemente convergente em [-r, r], para todo r > 0. 


cos kx 


| a to costa ,; 
y. À série S cos kx ê 


então, uniformemente convergente em R. Isto significa que a sequência de 
n 
x cos kx 
funções s , n 2 1, com sr) = XL ———., 
n n p 
E + ké 


2. Para todo x e todo natural k = 1, 


, 


+o 
converge uniformemente em R à função s = s(x) dada por s(x) = E aa 
E 


cos kx 


Como cada s é contínua em R (s é contínua, pois, é soma de n funções 


contínuas) segue do teorema 1 da Seção 47.3 que s = s(x) é também contínua. 


+o 

5. Segue do exercício anterior que, para todo natural k > 1, a série X a, cos nx 
n=1 

cos kx converge uniformemente em [-n, n] à função dada por F(x) cos kx. Segue 


do teorema 2 da Seção 6.3 que 
T aT m HE am 
Í F(x)cos kx dx= lim È apn cosnxcoskxdx= 5 | an cos nx cos kx dx. 
mi. m — +a "—7 n=1 E D Gi 


PT 
Fica a seu cargo verificar que | cos nx cos kx dx é zerosen É ke é m sen = k; para isto 
E 1 
utilize a relação 


= ; + é 
cos p + cos q = 2 cos E sP, 


pan pan 


é 
l co 


7.4 


nro + +o% 3 
cos nx l | COSES =. us 
l. a) [a Como 3 — é convergente, segue que p7 — y — é unifor- 
n n n=1n n=1 nN 
cos nx? 
memente convergente em R. As funções fy (x) = — y São contínuas em R. Segue do 
n 
teorema 1 que f é contínua em R. 
+2 sn y” i f 
c) 3, — é uniformemente convergente em todo intervalo [—r, r], com r > 0. (Ve- 


rifique.) Segue que f é contínua em todo x, real. 
CaríruLo 8 


8.2 


2. O raio de convergência é R = 1. Utilizando o critério de Raabe, verifique que 


grita Ra -“D(a -—2 = 
asérie 3 “r-ila-2)..(a-n+1) 
n=l n! 


é absolutamente convergente; conclua que a série dada converge para | x | = 1. 


8.4 


“RO Gi =0 


0 1-x? oll-x l+x 
i l+t 
= — In 
2 l-t 


+ 
11. b) A equação é equivalente a y” = xy’ + y. Seja y&) = E a,x”. Temos: 
n=0 


= 1—1 p 1—2 
y= E nap eyrt)= E n(n- ija" +. 
n=1 n=2 


Daí, 


ár 1—2 TE 1 Ro i 
= n(n-Dax “= D natr Dar 
n=2 n=1 n=0 
ou 
+% +o 
I (n+2(n+1)a x =at E (n+1)apx" 
n=0 n=l 
ou 


+o +20 
2a, + E nN+YAn+Da, x =a+ E (n+Dapr. 
n=1 r 


Então, devemos ter 


| 2a = aq 
i l 
|an+2 = 7an n>], 
e, portanto, 
l 2 
a=—a A E 


Segue das condições iniciais que a, = 1 e a, = 0. Os únicos termos diferentes de 
| 


zero são os da forma a, ,n > 0. Temos, para n > 1, az, = ner 


Assim, 


+ | 
vO)=1I+ 5 ———. 
` n=1 PAN EE CEN p Y 


(Verifique que o raio de convergência é +00.) 


qa —9 = == = T = Sn — Do. 
JM)=1+ 5 On — 2(Sa — Gnr — )0On — NOn DOn — 9): 3:24] vó 


n=1 (5n)! 


13. Para p = 8, 


f l \ x 1 y™ (0) j 1 TU 
yiz Jal 2 : KSE 
L£) n=3 n: | 4) 
Para calcular y%(0) proceda da seguinte forma. Segue da equação que ym = y" + y 
+ xy". 


Como y(0) = 1 e y”(0) = 0, segue ym(0) = 1. Para calcular as demais derivadas 
utilize o item a do exercício anterior. 
19. A série 


+00 
5 
n=1 n! 


o(a — l= 2)...(a — n + 1) pn 


tem raio de convergência 1. Além disso, a série 


ala — Da — 2D (me —n +1) 


l n! 


é absolutamente convergente. (Verifique.) A série dada é, então, uniformemente 
convergente no intervalo [-1, 1]. A sua soma é, então, contínua neste intervalo. 


Assim, para todo x E€ [-1, 1], 
E E y da-lla-2)..(a-n+1) n 
n=1 n! 
+o ; T o azii ga 
2l.a) 3 #tt= 4 | ca | = X (n+2)(n +1). 


n=0 l—x \l—xj n=0 


CAPÍTULO 9 
9.1 


j| j| Erg (—1)” —1 n 22 4 
O a >~ — sen nx. Como (—1) — 1 = 0 para n par, esta série é igual a 
2 Tal n 


Es: 2n-1)x 
1,2 s sen (2n— 1) x 
2 mn=1 2n-—1 


(Observe que cos nm = (— 1)” para todo natural n.) 


2 *º (IP — To ; : 
negão ( ci | PE m_ 4 g £s (2n 1) x 
2 T n= nº 2 T n=1 (Qn— 1) 
c) 2 > A a d) 3, (—1)" Lem = sen nx 
T n= 2n-1 n= nº 
9.3 


Caríruro 10 


10.2 


E dx . dx 
2. a) Substituindo x = tg te a sec? t na equação a 1+ x?, obtemos 
í t 


: T T P E m 
sec?t = 1 + tg”, para todo f no intervalo H, zI, logo, x = tg t é solução da equação dada. 


- 


c) Substituindo x(t)=4 e i = () na equação — =t(x?—16), resulta O = O para 


todo f, logo a função constante x(t) = 4 é solução da equação dada. 


e) Sendo y= e¥?/2 temos Bo xe?” /2 e daí, 2. xy , OU seja, y= ex? é solução de 
i dx dx ` f 
dy 
de T 
3. a) y=0. 


b) x=10ux=0. 

d) Não admite solução constante Não admite solução constante. 
e) y= louy=-2 

A y=00uy=-2. 


10.3 
2f l 
ka amke t b) y=0 ou y=— ; 
x+k 
x’ 9 
c) j=- Ark, d) T=ke“# +10. 
e) x= Nf? +k. P y-a. 
1+ ke? E 
g) x=-lou x= Tel Observe que para k = O tem-se a solução constante x = 1. 
— ke? 


h)y = In (x + k). ) v=0 ou a E 


jJ x=tint—1+k. 


t2 
D y= tg(ln kx), -Z <n k<, m) ssn +] 


- - ra 


[3 fr] = 
n) u= ki k. 0) x= ky1+ t2. 


2 
+ 
TE 


| s 


p) y=arctg|x+ k). q) x = arcsen 


T 3r i ; T T 
r) tgy=5xtk, —<y<-7:;de tg y=tg(y—7)e = <y-7< resulta: 


- - —- - 


tely—m)=x+k ou y=r+arctg(x +k). 


2(ke%t —1) 


sS) v=—2 ou vy = ——————. 
1+ ket! 
Akerat 
ÎI w=c In| v | u) x= —2 ou r= PE 
— ke? 
a É o 
2.a) Yi == | b) y=2, xER. 
NE / 
6— 2e% 
c) y= E d) y=>———— 
f 2-3x . 3 + e4 


3. Separando as variáveis e integrando, obtemos À In V = -ln p + k e daí segue 
In (Vap) = k. Tendo em vista a condição inicial, resulta In (V/P) = k. Então, V'P 
= V/p, para todo p > 0. 


” , dy à 
4. A equação que resolve o problema é E T sendo a o coeficiente de 
x 
proporcionalidade. A família das soluções é y=———————— ou y=0. Levando em 
J Zax — 2k 
E l 
conta as condições 0) = 1 e y(1) = ——, resulta y = — . 
42 yx +1 


5. Seja x = x(t) a distância, no instante ź, do corpo ao ponto de onde foi abandonado. 
9 


éy 


Então, a queda do corpo é regida pela equação m =mg — æv , ou seja, 


dt? 


o =10g — av e sabe-se que v(0)=0 e v(1)=8. (Lembre-se: v= 5) Tem-se 


A 100 
então y = — 
[4 


da 


E) 25 mis 
l—e 10 | onde a é a raiz da equação « -2| l-e 10 


ER ras dy 
6. y = xe! (veja: a reta tangente em (x, y) tem equação Y — dr — x): para 
x i 


X = 0 tem-se Y= xy, daí, xy— ya ou |i j| jax. 
i o dx y Ax 


7. A função y = y(x) que queremos passa pelo ponto (1, 2), logo, podemos 


supor y > O. A reta tangente em (x, y) tem equação 
F } ; y dx 

F= ME (X — x); para Y = 0 tem-se x=}, daí -y= {4-2} ou seja, ei 
"A dx ' 2 , v z 


da 


Segue que In y = In kx? e, portanto, y = kx”. Tendo em vista a condição inicial 
y(1) = 2, deveremos ter k = 2. Assim, y = 2x” é a solução do problema. 


8. Sendo x= x(t), onde x é a distância no instante f do corpo ao ponto de repouso, pela 
2 


+ =2,5 (5) «onde g é a aceleração gravitacional. 


2 


2º lei de Newton, temos: 2,5 = 


Segue que 2,5 —. Dye (v. Separando as variáveis, obtemos = ti = dt. Resolven- 
— ve 
S5fe4tt! — 1) 
do e levando em conta que v =0 para t=0, resulta v= —;pr 7; 0=1=T, onde 
e +1 


T é o instante em que o corpo toca a terra. 


. d ) ` 2 
9. No ponto (x, y) o coeficiente angular = da reta tangente à curva x? +2y2 =a é 
x 


dado por 2x + H2 =0, ou seja, E — Então, para que o gráfico de y= f(x) 
“dx dx 2y . 
dy _ 2y 
intercepte ortogonalmente, no ponto (x, y), a curva dada, deveremos ter E —. 
w x 


Integrando e levando em consideração a condição f(1) = 2, obtemos y= 2x2. 


10. y= 1245. 
11. Seja y = fix) a função procurada. Trocando o ponto genérico (x, y) por (p, q). q = f(p). 
a equação da reta tangente em (p, q) é: y— q= f'(p)(x— p). Fazendo y = 0, nesta 


equação, obtemos x= p— E] que é a abscissa do ponto A. A distância de A ao ponto 
P 


j- 
Wir) 
2 
deveremos ter E ns +q? = 4. Assim, a função procurada é solução da equação 


(fp) 


2 


(p. q) é, então, + q? . Como, por hipótese, a distância é 2 para todo p, 


9 


- 2 
(=) = n Como o gráfico da função passa pelo ponto (0, 2) e a reta tangente 
x ue 


À ai dy 
encontra o eixo x em um ponto de abscissa positiva, podemos supor FA <0ey>0. 
x 


9 
y“ 


dy | 
Deste modo, a função procurada deverá ser solução da equação Fa = — Ed 
aa o 


f 
| 


NV 
y 


| 2 
ao e — 4 — y” 
Separando as variáveis, vem 


2 2 9 ~ 
Com a mudança de variável u4 = 4— y4, u >0, teremos u du= —y dy. Então, 


l 3 2 
W4- y? + 2+u) 

[2] =+ £ > |du = pt ra ou seja, 
y 4— us 2—u 4—u* 


y4- y? E EA 2+ 4-2 
[2 = == y? + mn 
y Yy 


x = 0, segue k = 0. Assim, a curva que resolve o problema é : 


2 F 4 = y? E 


x=—2 1n +44-y?, 0<y<2. 
y 
10.4 
1.a) x= ke™ +2. b) x= ke? +L, c) x=ke “St, 
d) x=kt +t? e) y=ke *+x—1. P T=ke +3. 


8) x= ke — L (sen t+ cost). h) y= ke7? + (cos 2x +sen 2x). 


E 
$ = s l—x 
Je. aaa DÐ =k] T 

FER Ef 
2. a) Q=keRC. b) Q=keRC + CE. 
R 
-2t 
3, w- L | 


at 
T= sof =] +20. 


sai 


5. a) C(t)= Coe®0t. b) 8,3287% a.m. 
6. C(t)= 20.000 -3'. 


5. a) C(t) = Ce.. 
b) 8,3287% a.m. 


6. C(t) = 20 000 3. 


y=—dx. Temos então [== h=—x+k. 
ys 


. Tendo em vista a condição y = 2, para 


jo ; = co «+ dm ; 
7. A equação que rege a desintegração do material é ——=am, onde q é a 


dt 
constante de proporcionalidade. No instante t, com t em anos, a quantidade m de 


matéria remanescente é dada por m(t) = ke”. Da condição m(0) = m, segue k = 


m; daí m = m, ex. No instante t = 10, teremos 
2 2 In2—In3 

m(10)=— mg e. portanto, elle =— logo, a = ————. 
3 : 3 10 


Sendo T o tempo necessário para que metade da matéria se desintegre, teremos 


e&T = 


to | — 


—n 2 ” 10 In2 
- Então, T = ———— anos = 17 anos. 
a In 3 — In 2 


e, portanto, T = 


E . , dv ; 
8. A equação que rege o movimento é — = av, onde a é a constante de 
dt 


” 


; ; lx 7 N Ra | \ PEPA 
proporcionalidade e v=. Resolvendo, obtém-se *(t) = PE e% —1) onde q =1n z 
dt . s 


9. Seja y = f(x), x > 0, a função procurada. A equação da reta tangente no ponto 
genérico (p, f(p)) é y — f(p) = f (p)(x — p). Para que a reta tangente encontre o 


eixo y no ponto (0, m), deveremos ter, m = f(p) — pf (p); como a área do 
A P , mp - 
triângulo de vértices (0, 0), (0, m) e (p, f(p)) é "i , segue que a função procurada 
E WE 7, = nf 9 
Pp) -p Jip) L | que é equivalente a f'(p)= fp) —— 
da P 
seja, a função procurada y = f(x), x > 0, deverá ser solução da equação linear 
, 9 
LR — =. x>0. Resolvendo e levando em conta a condição y = 2 para x = 
ax X X“ 
1, obtém-se y= x+ k 2). 
X 


é solução da equação ~, OU 


10.5 


l. a) — = 5y— = vO, é equivalente a vo = 5y? — 4x. Com a mudança de 
x y E 


as os du _„ dy du ; e 
variável u= y4 e, portanto, Fes 2 Yi obtemos FE =] 0u — 8x que é uma equação 
x x x 


linear e cuja solução é u = e! E + f-8xe7 10x ds | De 


—8xeT x dy = E e 10x + pe 10x resulta u= ke! + Ec As soluções 
10 100 25 
mena; 20x +2 
y = y(x) são, então, dadas implicitamente pelas equações y? = ke!0x + Ea 


b) A função constante v(x) = 0, x qualquer, é solução. Para v # O, a equação é 


E —9 dv = 2 = du —? dv ae 
equivalente a v7? — = yT! — e2X, Fazendo u = v”! temos — = —v7? — ; substituindo 
dx dx dx 
a du 2x 5 a sa A n 
na equação dada, vem Fa —u + e-* que é uma equação linear cuja solução é 
3 


: TS] 
l 
u=e"* E EE ferrer a| A solução da equação é então v= | ke *¥ + ar ] ou v=0, 


c) A função constante x(t) = O, t > 0, é solução. Para x > 0, a equação é equivalente 


pen j| - 


= MD SS A R 
a x 2?—=_—yx2 —], t+>0. Fazendo u=x2, —=—x 2 —: substituindo na 
dt t dt 2 dt 
` du u 1 oi r = a ” 
equação obtemos a a p cuja solução é u = vefk — xt | A solução da equação 


3 
dada é então x = 0 ou x = (k~it — t) 


3 


PR 2 E " a o ad i 
d) A equação pr y— y” é uma equação de variáveis separáveis e, também, de 
z 


Bernoulli. É mais rápido resolvê-la olhando-a como de Bemoulli. A função constante 


; É de dE -3 dy _ — 
y(x) = 0, x qualquer, é solução. Para y # 0, é equivalente a y po =y? —1. Fazendo 
x 
du 3 dy mi du 5 
u=y2, S =—2y73 £}, substituindo na equação, vem M >u +2 e daí 
i dx “dx dx 


u=e | k+ |2e?¥dx | ou seja, u=ke 2X +1. Então a solução da equação dada é 
J ç quaç 
l 


| 2 


Hx)=0 ou PES 
qke +1 


. (Sugestão: resolva-a separando as variáveis.) 


2. a) A solução da equação é p(t) = p,ex, t> 0. Se a = B teremos À = 0 e, então, 
p(t) = p, para t 2 0, ou seja, a população se manterá constante e igual a p, 


b) A população no instante t é p(t) = pes t > 0. Se a > ß, à > 0 e, então a 
população estará crescendo exponencialmente. Se a < B, à < 0 e, então, 
am P()=0, ou seja, a população tenderá à extinção. 

=—300 


d ; A TE 
3. a) A equação a Ap— ep2é uma equação de Bernoulli e, também, de variáveis 
ins À ; Eni 
separáveis. Resolvendo-a obtemos p=-———y— Tendo em vista a condição 
ARE 
Yo 


p(0)= po e £= a resulta p= , t = 0. Observe que para f tendendo 
Y 


(y— po)e™ + po 
ao, p tende a y. 
dp gos 2 ea dp j ; 
b) Como DE Ap— ep”, o valor máximo de a ocorrerá no instante em que p for 


pu ” 2 f . À 
o vértice da parábola z = Àp — € p^“, ou seja, no instante em que p= a Y No 
2e 


2 
; dpe. ms ; 
instante t = t, em que £P « máximo deveremos ter X =— M ou seja, 
di 2 (y-po)e “1+ po 
| DP a gs ; 
fi =——In—P Observe que no instante t = f, em que £P é máximo, estará 
À Y Po dt 


ocorrendo um ponto de inflexão no gráfico de p= p(t). Se po <7, no intervalo |O, 11 
o gráfico de p= p(t) terá a concavidade para cima, ou seja, neste intervalo a população 
estará crescendo a taxas crescentes, e, no intervalo | tj, œ% |, o gráfico terá a concavidade 
para baixo, ou seja, neste intervalo a população estará crescendo a taxas decrescentes. 
4. A solução p= p(t) é dada implicitamente pela equação 
pt = kell-aJAt +yl-a, onde k= nuca — yl-a, 


Br 
3 


5, po=(2) ne 


10.6 


dy .x+2y 


l.a) , x É 0, é equivalente a (ai - 1+2}. Fazendo u=} teremos 
dx F dx x x 


, dy du poe á n iommi 
y = xu e daí Em =u+ EE Substituindo na equação obtemos a equação de variáveis 


separáveis ri l +u. A função constante u =— 1, x > 0 (ou x < 0) é solução. Supondo 
x 


1 + u + 0, separando as variáveis e integrando, obtemos In[1+u|=Ink|x|.k >0,e 
daí, 1 + u = kx, k real e diferente de zero. Permitindo que k assuma, também, o valor 


zero, teremos a solução u= kx — 1. Observe que, para k = 0, teremos a solução constante 


u = —1. Segue que y= kx? — x, x > 0 (ou x < 0) é a solução geral da equação dada. 
Observe que poderíamos, também, ter resolvido a equação dada, olhando-a como uma 
equação linear. 


3x 
b)jy=0,x>0(oux<0)ou y= é 
)) (o Jou y = 

o y secar am SM + md E 
c) Com a mudança de variável u =—, ou seja, y = xu, a equação o é 

x ; y 

; u l 3 k 
equivalente a — du=-—— dx. Integrando, obtemos (u — 1)(u +2)" ==, k 

E ER x v 


real. As soluções y = y(x) são dadas, então, implicitamente pelas equações 
(y—xyt 2x) =k, k real. 


d) y(x) = 0, x > 0 (ou x < 0); e as soluções não constantes y = y(x) (ou x = x(y)) são 


dadas implicitamente pelas equações y+ x In| y |= kx. 

x 

2. y(x) = 0, x > 0 (ou x < 0) ou y= ———. 
? i T= 


10.7 


1. a) De v= a segue ¥= e LAA ou seja, X ERA Substituindo na equação, 
dt dt dxd dx 
dv 3 pe de Os v? x! 
obtemos ES =—xº. Separando as variáveis e integrando, resulta T T Em =k. 
x 


Yy 


b) Com as mudanças v= =- e x= Z a equação dada se transforma na equação 
x 


FR: ar y » A 
de variáveis separáveis = x?dx. Integrando, obtemos a relação entre v e x que é 


v— 


x4 
v+Injv—l a 


4 


c) av— In| av+l ei 


2 
d) + 2x2 =k 
9 


da 


de OE is dv = 
e) Com a mudança de variáveis v = T e x= v—,a equação se transforma na 


dx 


equação de Bernoulli i v— xv! que é equivalente a po =2v? — 2x. Coma 
x x 


E e du E da 
mudança u = v?, obtemos a equação linear E =2u — 2x, cuja solução é 
A 
| T 
És l 
resulta v2=keX + x+—, 


u= ex E — [2xe-2 ds | De [2xe-2 dx=xe 2 + 
P v? =ke% +1. 


od dy R? me rs 
2. Fazendo x=v—. obtemos vã =- 8. separando as variáveis e integrando 
y 


dx dx (x+R 


2 2 
v R E SR 
obtemos T = m k. Tendo em vista a condição inicial v = æ e x = 0 para t = 0, 
X+ 
a? y? R? a? 
teremos k= TE gR. Assim, T = nE ae gR. Para que o corpo retorne à terra, 
— X — 


para algum x deveremos ter v = 0; deste modo, a condição para que retorne à terra é 


Rê a? . Ra? ” 
ge qro gR, ou seja, x= -———.. Para que retome à terra, e lembrando 
Ra. 2 2gR— a“ 
que x > 0, deveremos ter œ? < 2gR. Então, o menor valor para que não retorne à terra é 


a=2gR. 


10.8 


x 3 
LE c)xcaoy=c eJarctg — =c x +mwy+4y=c 
y 


3— x? 


2. a) (x + 2y) dx + (2x — 1) dy = 0; à i 2x- 1) 
pa LX — 


i 2 
as é À 
c) y = arc sen 


2x 


3. a) y dx + x dy = 0; a imagem da curva pedida está contida na curva de nível 


x =t 
rr cn ADA DOR na t>0 
í 
resolve o problema. 
2 > DR 
bx -wy+ty =3O(x-—y) t— y =3 
ih 2 4 
l sm 
x— 5 )=3 cost |x="3 cos £ + sen t 
a © 
| Ë y= seni |y= 2sens 
ou seja, 
|x =2 cost -7 ) 
lá = 2 sen t 
4.x=t+ 2º +1 
Ea l 
5. y = y(x) éa inversa de x = 2y — lIn y, y> —. 


10.9 
3 E = 
E = Ea + z e b) Fator integrante x 
c) 22) = y =c x = cy 


(x212) .— (x? 
3. Fator integrante u (x) = (2/2) Segue et!) y7! = e — | E Vo dx 


ou seja, 


=l 
“2 1 2/9 e. by) 19 
x = fee e= er 12 ] € (xei) dr . 


7. a) A função constante y = O é solução. Para y O a equação é equivalente a 
dy = y dx. 
Va 


E | 
y= — ou y = 0. Observe que a equação é de variáveis separáveis. 


9 


x +c 


c) É uma equação de variáveis separáveis e também de Bernoulli. A função 
constante y = O é solução. Para y O é equivalente a (y !'- 1) dx+y” dy = 0 que 


admite o fator integrante e“. Temos, então, a família de soluções 
| 


y=0ey= — 
| — ce`* 
10.y =x 
2 
l1. y= E e 
aa - 
10.11 
= 9 Eg >0 a = l 
l. a) y(x) = 2 p= qt l,r> nad == 


cr dx 


(Sugestão: Para calcular a integral p= 


, faça u? =1——.) 
x 


N x 
1+e? l P 
zy x=l+ż+1n h) x = ——————, 0 <t <et 
8 2e2t (2 — Int) 
2 
^ p = — + cosh TE 
id sec + tg o ima 
tó x2 Es í 
D(x + dt + (t — x) dx = 0; A 7 Então, x=t+ (2t? +1 
2 2 2 


u xu’ — u E E du : 
m) y=—3> y = —. Substituindo na equação vem x — — u =u? — 2. Então, 
x xe dx 
2— 2x? 
Mea FEE | 
Pd ar 
(a À 
l ; aaa W a RR z 
== 0) y=xy2x—1 (Sugestão: E +xé |dx— ydy =0.) 
—x Aot So | r Ps à 
eX+4e 2. dèe dt M td j| o 
PA a SS 3. | += 5) —-.Faça 1|—-— =uº. 
4 1 D 2 N é 1 1 l x 
N X N xX 
E (6Y 2 2 
5. T=70/—| +10 7. y= ou y = 
UE) S A: 


9. Derivando (1) em relação a x obtemos: y' = y' + xy" +2y' y", ou seja, (x + 
2y)y” = 0. Por outro lado, x+ 2y'= 0 ey=-51 +c. Substituindo 1) em 


2 
p / a, |“ , l 
resulta sak +c=x ->2]+[->2| portanto, c = 0. Assim, Ai é é 


z 


solução de (1). Fica a seu cargo verificar que, para todo A real, y = Ax + A’ é 


solução de (1). Assim, y= -x e y= Ax + A? (A eR) é uma família de soluções da 


equação (1). (Observe que toda solução de (1) é, também, solução de (x + 2y)y” = 


0; mas a recíproca não é verdadeira. Pense!!) 10. a) Y = '— A E a que é uma 
VITA 


equação de Clairaut. (Veja exercício anterior.) b) Derivando os dois membros 
i 

` x — —— |=0. 

em relação a x vem: ` (A+ (y2) J1+ (y)? 


y =0 © y=Ax+B. 


n 


Substituindo na equação resulta 8 = 


é solução (A < 0). 


l 
= ES E a 
D+ OI + O? 
l 
Ro 
Faça „= | — 3 
e S 
2 2 
11. x3 + y3 =1. 
a+ Ja? =y“ = 
12:y= ain E a 


14. (2x + 2y) dx + (2x — 2y) dy = 0 
15. a) y = é 


21 


&l. 


1 + A“ 


« Assim, Y = Ax — 


| e, em seguida, u = sec O para obter a solução E 


9 9 
b) b — yo = C 


(Sugestão: 4x y dx+ (1 +x dy = 0.) 


24. y=x1-2Inx,0<x<ve 


Caríruro 11 


11.1 


peso] so 
| 


w| 


lo ajx = k e” — F a 
3 


1 
by=ke 3 +4 


1 E" t 
2 2 djs=[k+te 


2. adx=2Al-e 9 


3 [jx=et+t-—1 
3: |y= (e™ +t- 1)? 


l. a) x = Ae + Be! 


b)y= A + Be * 
d) x = A cos 3t + B sen 3t 


£) x= y5 [A + Bt] 
e) y =e “ [A cos x + B sen x] 
3t 3t —ó6t 
Em ME g)x=e [A + Bt] 


h) x = e” [A cos «'2t + B sen 2t] 


2.a)x=e:sent 


bD)x=e:(1+t) 


o)x=e+e” 


b)x()=21€ER 


1 
c) x = cos 3t — F sen 3f 


b) x = e7% [A + Bt] 
W 
)\x=Ae +B d x=e | 


ds 


PPOR LRE NR EL 
2 2 


5.x+2x+x= 0 é a equação que rege o movimento. 


a)x = e:(1 + t). Trata-se de um movimento não oscilatório; a posição da 
partícula tende para a origem quando t > +œ. E o caso de amortecimento 
crítico. 


bD)x=e:(1-t) 


6. x + 2x + 2x = O é a equação que rege o movimento. A posição no instante t é 
dada por x =e :sen t,t 20. 


Trata-se de um movimento oscilatório amortecido: a partícula oscila em torno 
da origem com amplitude cada vez menor. 


7. v(t) = x(t) = —2 sen 2t — cos 2t. 


9. x = k (x — x), onde k é a constante de proporcionalidade. Das condições 
iniciais dadas, resulta k = 2. A equação do movimento é, então, y — 2x + 2x = 0 
No instante t, a posição do móvel é x = e' sen t. 


11.3 


Laye + De T+ EE by=A+Be*+Ce 
c)x= Ae + B cos 2t + € sen 2 d)y=A+ e ™ [A cos x + B sen x] 
e)y = Ae™ + Be ™ + Ccos2x+Dsen?x  f)x= e [A + Bt] +e" [C+ Dt] 
2) y =A cos 42x + B sen 42x + C cosx + Dsenx 
h) x = Ae + e™ [B cos t + C sen t] 
i) x = [A + Bt] cos t + [c + Dt] sen t 
Dy=A+ Be” + C cos x + Dsenx 


3 2t 3 —2t 20 t 

ia O Eis — pos = 

2: 34 34 17 2 
6 6 ; a) f 
p =£ er + e7?! + — cos — 
17 17 17 2 


A posição da partícula no instante t é 


Ix=(-2+9)€ 
PELA 


Sugerimos ao leitor tentar fazer um esboço da trajetória descrita pela partícula. 
(Suponha t > 0.) Observe que y = x + 2e¢'. 


4. A equação que rege o movimento é 


[x=-2x—y 
|} =-x— 2y. 


b) Sugestão: Derivando a 2.º equação duas vezes em relação ao tempo resulta 


O o na 
A x— 2y. 
dt 
O sistema dado é equivalente a 
[EF 2 


© | x=-2y-—y 


Multiplicando a 2.º por — 2 e somando membro a membro resulta x = 3y + 2y. 


Substituindo em (1), vem 


244 X 4+3y=0. 
© dt’ : l 


Substituindo-se o y encontrado em (4), na 2.º equação de (2), acha-se x. 


5. a) Sugestão: Desenhe o campo F nos pontos da reta y = x. Observe que 


= F SER 
F (x, y) = VU, y) = -yi -x j. 


A partícula descreve um movimento oscilatório sobre o segmento 
extremidades (1, 1) e (~1, —1). 


11.4 
l — : æ i 
l. a)x = A cost + B sent + Aia i by=4d+Be*-— > cosx 
| = ss 
c)x = Acost + Bsent — ztcost dy=Ad+Be*-Ixe” 
RE. : Em 40 ag 
ejx=e [A cost + Bsent] + — te sen í Dy=-A E “E l=4+3 
— t St 
gx=4e+e? ES + C sen 2 | = e 
x, x?) w P 
hy=4€2+Be 7+ e e2x i) x = (A + Bi) e” + — e” 


; aE i ; 1 
jJ) x =A e” + e™ [B cos 43t + C sen 43t] — — 


4 


D), m), n) e o); verifique a resposta por substituição na equação. 


3.a) Admite uma solução particular da forma x, = m cos Bt + n sen ft. 


de 


Observe que neste caso particular bastaria tentar uma solução particular da 
forma X, = mM cos Pt. (Por quê?) 
Admite uma solução particular da forma x, = mt cos Bt + nt sen Bt. 


- n Ee E = 2t 
b) Admite solução particular da forma x = m e 


Admite solução particular da forma x =mt e” 


t ! n s oani 
c) x=Acos3t + Bsen3t + 4 sen3t+ 1. sen 3t + 1. (Veja Exercício 2: princípio 
de superposição.) d) ja =-2e p= | Admite solução particular da forma xp = (mt 


cos t + nt sen t) e ° 


a#—20uß#l | Admite solução particular da forma xp = (m cos Bt + n 


sen ft) e a 


4. Seja x = x(t) a solução do problema. Para t < n devemos ter y+ x = 0, x(0) = 0 
ex(0)=1. 


Logo, 
x=sent,t<1. 
Para t > z devemos ter 
rte 
logo 
x=Acost+ Bsent+1. 


Vamos, agora, determinar A e B para que x = x(t) seja de classe C! em R. 
Devemos ter lim x(t) = lim x(t) 
t> T 


t= qt 


lim ¿®© = lim x(f. 


tor t> qt 
Como 
lim x( = lim sent=0, 
t> mT” t>5> 77 
lim x(f)= lim [Acost+ Bsent+ 1|] =—A +1, 
t> qt t5 mt 
lim x()= lim cost=—1 
t> qm” t> 77 
e 
lim x()= lim [-Asent+Bcost]=—B 
t- gT" tog” 
resulta 
| 0=-A+1 
|-1=-B 


Devemos tomar, então, 


A solução do problema é x = xt) t E R, dada 


ANE | sen t se t= 17 


lcost+sent+1 set>7 


por 


Fica a seu cargo verificar que x é contínua em R. Observe que 


[sen t se tar 


ad Í T) 
SAN [ERA sen t+ 7) se t>7% 


Sugerimos ao leitor esboçar o gráfico desta solução. 


5. Proceda como no exercício anterior. 


et+et 3 
———— — cost — tí 


y“ 
8. a) y=[4+5])e b) x = 
f 2 2 
-t . cost + sent 
d) I = = + C 
2 
9. a) (A + Bt) eT t Pe” b) A cos 3t + B sen 3t + t cos 3t 
d) A e + r e (A+ ”) el+Be” 3t 


c)A e + (1 + t) e 


P e`! (A cost + B sent — 2 sent) g) A cos ~5t + Bsen St +t 


11.5 


1. x, = sen t [In sen t] - t cost. A solução geral é x = A cost + B sen t + X, 


—l+sen 3t In (sec 3t + tg 3t) 
2.%p = 9 


CAPÍTULO 12 


12.3 


) kı Es À et +k | i d) kı A et +k E] +t pi e% 
F| Dil cos 2t 2t 
ii H e" +k HE D h pa À na fossa A à 
1 2 cos v2t_ 2 sen «21 | 
8 2 | —2 sen «2t 2 cos «/2t | 


pio 


2 j6 | E E E. 
2. a)x= cos 46t — — sen v6t e y= = sen v6t + cos v6t. A trajetória é a 


Ẹ 
elipse 3x” + 2y° = 5. (Observe que a solução encontrada é também solução da 


equação 3xdx + 2ydy = 0). De x = — 2y, segue que a solução x = x(t) e y = y(t) 


encontrada descreve a elipse no sentido anti-horário. 


b)x=2e'ey=2€. A trajetória é a semirretay = x, x > 0. 

c)x=eey=e “A trajetória é o ramo da hipérbole xy = 1, x > 0. De =x, 
segue que o sentido de percurso é da esquerda para a direita. 

d)x=e'ey=e't. A trajetória é a curva y = x), x > 0. De x = —x, segue que o 
sentido de percurso é da direita para a esquerda 


y 


Observe: lim (et, et = (0, 0). 
t+ 


=2 -2 


e) x =e ° cos t e y = e “sent. Segue que x + y? = e^. Logo, em 
coordenadas polares, a trajetória é p = e °. Na posição (1, 0), y > 0 e < 0, o que 


sugere ser o movimento descrito no sentido anti-horário. 


Observe: lim (e7?! cos f, et sen f) = (0, 0). 
t => + 


3. O movimento é regido pelo sistema 


fx=—x—) 
b=2—) 


A solução que satisfaz a condição inicial dada é (x, y) = (e cos t, e“ sen t). A 
trajetória, em coordenadas polares, é a espiral p = e”, percorrida no sentido anti- 
horário. 


Observe: lim 
t>o 


6.a) N = u lh he t — sen | ER k t + sen J 


2 cost 2 sen t | 
x | » |cost-—sent À 
b) =". at A ; c) lim y(t) E (0, 0). 
y 2 “ COS í t =- + 
HA aj? 


7. Sugestão: Olhe para a equação característica 


| = 0 e observe 
a2] an — À 


que para as trajetórias serem elipses as raízes devem ser complexas e não pode 
existir o fator e”. 


L SISA 
onde 8 = ya - 1. 


es * |=a?-1 +a=0:1 = < 0 ou seja a > 1. O período é T = 


D|y 


E 
14, p= 2 


15. a) T, = 20 cos 2t e T, = 20 cos 2t + 10 sen 2t que têm período 71. 


- 


c) To = 4/500 cos (2t — q) onde cos a = 7 Portanto, a temperatura máxima é 
NV ~ 


10,45 e a mínima — 104/5. 
d) A trajetória é a elipse 7? + 4(T, — T)? = 400 


18. Ç = 2x x + 2y ý = —-6x° — 107º < 0. A distância do ponto (x(t), y(t)) à origem 
decresce quando t cresce. 


12.4 


—1 l 0 
Ile + ko» Ile + ka 10 et 
(0) —1 l 
0 sen ft — cos i =se f — cost 
A kllileé+k 3 cos f + k3 3 sen f 
| 2 cost—sent 2 sen t + cos t 
To l | | | 0) 2 1 | 
Ii+tlO0l eé +k s0l+t]1 Ra O |> e. 
o) (af lo) lo 2h] 


| 
d) kı |0| ef +k 
o 


A 0 | l j | 
ph |-2/ e tky |2 Ek d E2 pe 
ld a E 


0 0 l 
8) kı |1 e +k l et +k 0 | e5t 
l 3 0 
3 —sen t 
vl=k | cost 
sen f 


-1 -1 | 
=k] Ile!+k| Ole + k 
0 | 


(x (t), X). z(1)) = (5, 5,5). Interprete você!!! 


N e 


s | 


lim 
t > +o 


2. a) kı = e 


c) k [1] et +k | 


CaPiTULO 13 


13.1 


v 


—f2 sen 42t 
b) la Y y 
cos y 2t 


S 


|- 


pa 
| | —2| -J 
jok] on[a]es 


l 


cos 
sen 


— cos t 


l 


t 


Ed 


5 


æ 


| 


ya: cos N2t 
sen v2t 


| Conclua você!! 


T T 
l1. a)y =A senx + B, —— <x< — 
i 2 2 
T T 
by = Aln |22) +B,- — <x — 
s 9 a) 
cos“ x Ż 2 
cM+x 
Jy=A+B | i dx, -1<x<1 
\ — X 


y= A+ B(arc sen x — ul —x2) 


(1 
d)y =A + Barctgx e)y=A+B| =+ nx] ns À 


t 
te 
| 


=] +arctgx 


Y3 
a 
| 


(1 
=H1+2n2)+4|—+Inx|] 
o j 


7. Sugestão: Se tivéssemos f ' (x,) = O, teríamos f (x) = O para todo x, que é 
impossível. Então, f ' (x,) > 0 ou f ' (x,) < 0. Suponha, para fixar o raciocínio, f ' 
(x,) > 0. Estude, agora, o sinal de f ” nas vizinhanças de x. 


10. Sugestão: Observe que o sinal de f ” (x) é o mesmo que o de f(x). Suponha, 
por absurdo, que f se anule em x e em x, com x <x,. Verifique, então, que se c 
E Ix, x,l, com f(c) # 0, c não poderá ser ponto de máximo ou de mínimo de f no 
intervalo [x xl. Logo, ... 


14. É só observar que se f(x), x E€ R, for solução tal que f (0) = f (0) = 0, então, ... 


13.2 
l. a) -x 


2. c) Não 


(e sa | 


T 


. T To. 
3. Para que fx) sen x, —> <1< Sego)=1—-><x< —. sejam soluções as 


funções p(x) e q(x) devem aiieieo o sistema 
f| — sen x + p(x) cos x + q(x) sen x = 0 
| q(x)=0 


A equação 


n yY J = pa a A a m 
y” + (tgx) y’ = 0, 2 << 2 
admite as funções dadas como soluções. 
13.4 
1. a) Sim b) Não c) Não d) Sim e) Não f Sim 


2. a) y, = 1 e y, = In x são duas soluções linearmente independentes. A solução 
geraléy=A+BlInx,x>0 
| s A p ; x 
b) yı = xey, = — são duas soluções linearmente independentes. A solução 
X 
geral é y = Ax + -A ral 


X 


c) y = Ax + Bx’, x> 0 


e [É +1 | y'+ | - - a | y=0,x>0. A solução geral é y = x(A + B ex). 
4. Temos, para todo x € I, 

o) FŒ + pf + qui fo) = 0 

e 

9) fo) g'00) -f'a gw = esp cid 

Precisamos mostrar que, para todo x € I, 

© g" + pò g'a) + q(x) gx) = 0. 


Derivando, em relação a x, os dois membros de @ vem: 


O flo w — f" g0) = —p(x) e) Pl dx 


Tirando f'(x) em e (1)e a p(x) dx em (2) e substituindo em (4), resulta ©. 


5. À equação é equivalente a 


l 
Y + = y=0 r> | 
In e eaii ia x" 


n 


y E 


? z dx 
xX 3 | =e X In x 
RA 


| 


x == nx 


ou 


cuja solução geral é 
y=kx+x [5 In x dx. 
E 


Temos 
f L In x dx = Et — Ea 
xº X X 
T T 
G' F 


Fazendo k = 0, y = 1 — In x é solução da equação dada. A solução geral é y = Ax 
+B(1+ Inx). 
8. Verifique que x(t) > 0 para todo t > 1. Conclua que x = x(t) é estritamente 


crescente em [1, + œ[. Logo, para todo t > 1. 


01 


e, portanto, 


ih x(t) dt = f l dt 


ou seja, 


xt) -x(1)2>t-1,t21. 


Logo, 


lim x(t)=+0. 
t> +o 


9. Verifica-se por inspeção que y = x é solução. A equação é equivalente a 
O | Dias l y + CA y=0. 


= 


xe X 


Pelo Exercício 4, qualquer solução da equação 


© 


é, também, solução de (1) e linearmente independente com a solução y = x. (2) é 


f l l e 
equivalente a y' — —y = — e7»), 
X X 


(1 


Fica a seu cargo concluir que y = x e“? é solução de (1). A solução geral é y = 


Ax + Bx e Po. 


Caríruco 14 


14.1 


5. Temos 


(1) g'(x) = x? + cos g (x), x E |- 


Segue que q'(0) = 1. Para todo x em + L, existe O entre O e x tal que 


4 


plx) = (0) + (0) x + — e") x 


-— 


ou seja, 


| 
PO) =x + (0) 2. 
s 1a 
Portanto, para todo x E€ |-—. =|. 
l 2 
lp) — xl = — IOl xr. 


De (1) resulta 
g'(x) = 2x — p'(x) sen q(x) e, portanto, 
pq" (x) = 2x — x2 sen q(x) — cos q(x) sen q(x). 
Logo, para todo x em + 1 
I'o) S= 1 + 


Hs 
4 


Portanto, 


8. a) Pelo teorema fundamental do cálculo 


PO) = xọ(x). 
Assim, ọ(x) é a solução de 
y xy 
satisfazendo a condição inicial 
p(0) = 1. 


x 
(Observação. De Deg(x)=1+ i te(r) dt, Resolvendo a equação, obtemos 
) 


y= ex 12 


e, portanto, 


TEE R T 
a) (x) g|x+7] 


9. a) x, y) Y; DO 1. 


PX X 
pi) =1+ | f om) dt =1+ | eo(t) dt 
0 0 
ou seja, 


PX 
er) =1+ | I dt=1+ x. 
0 
x xX 
paa)=1+ | qr dt=1+ (1+ t) dt 
0 0 


ou seja, 


F. 
pa(x)=1+x +Z. 


- 


m a 
es) =1+[ [I++ |a 
0| 2] 


ou seja, 
)=1+x+ x? + x 


Conclua. 


10. fx y) =x" +y"; 0,(0)=0=7. 


Px . Px 4 
e0) =0+ | f0 got) de=) 1? di; 
0 0 
logo, 
(x) = x 
gil. 
px f t3 | a CE tê \ 
y(x) = t, — dt = f te + — | dt; 
P2 L J | 3) 0| 9 | 
logo, 
3 7 
a a 
(x) = — + —. 
P2 63 


Observação. Seja y = y(x) a solução do problema y' = x° + y°, y(0) = 0. 


Observamos que ọ,(x) é o polinômio de Taylor de ordem 7 desta solução, em 


volta de x, = 0. (Verifique.) 


A E ed Rd ca 
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